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Ñàìàðîâà Ñ.Ñ.

ÔÏÌÈ, 3 êóðñ, ãðóïïà Á05-902, ÓÌÔ

Ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ äèñòàíöèîííûõ çàíÿòèé

Äèñòàíöèîííîå çàíÿòèå ïîñâÿùåíî ðåøåíèþ îáîáùåííûõ êðàåâûõ çàäà÷
äëÿ çàìûêàíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â øàðå, ïîëóøàðå è ÷åòâåðòè øàðà. Èñ-
ïîëüçóåìûå ïðèåìû àíàëîãè÷íû òåì, êîòîðûå ïðèìåíÿëèñü ðàíåå ïðè ðåøå-
íèè îáîáùåííûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ çàìûêàíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â êðóãå,
ïîëóêðóãå è ÷åòâåðòè êðóãà.

Ïîñòàíîâêà îáîáùåííûõ çàäà÷ Äèðèõëå è Íåéìàíà äëÿ

çàìûêàíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà

Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ.
Ïóñòü G � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R3 ñ êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G,

îðèåíòèðîâàííîé ïîëåì âíåøíèõ íîðìàëåé.
Îïåðàòîð Ëàïëàñà

∆ : C2(G) → L2(G)

Íà ëåêöèÿõ áûëî äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò çàìûêàíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà
∆ .

Ïóñòü g ∈ L2(∂G).

Îïðåäåëåíèå 1 Îáîáùåííîé çàäà÷åé Äèðèõëå íàçûâàþò ïîèñê ôóíêöèè

u ∈ D(∆), ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è
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{
∆u = 0 â L2(G),

u|∂G = g â L2(∂G)

Äëÿ ðåøåíèÿ îáîáùåííîé çàäà÷è Äèðèõëå òðåáóåòñÿ íàéòè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ãàðìîíè÷åñêèõ â îáëàñòè G ôóíêöèé

{uN} , N = 1, 2, . . . ,

òàêèõ, ÷òî
uN |∂G → g â L2(∂G) ïðè N → ∞.

Îïðåäåëåíèå 2 Îáîáùåííîé çàäà÷åé Íåéìàíà íàçûâàþò ïîèñê ôóíêöèè

u ∈ D(∆), ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è
∆u = 0 â L2(G),

∂u

∂n

∣∣∣∣
∂G

= g â L2(∂G)

Äëÿ ðåøåíèÿ îáîáùåííîé çàäà÷è Íåéìàíà òðåáóåòñÿ íàéòè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ãàðìîíè÷åñêèõ â îáëàñòè G ôóíêöèé

{uN} , N = 1, 2, . . . ,

òàêèõ, ÷òî

∂uN
∂n

∣∣∣∣
∂G

→ g â L2(∂G) ïðè N → ∞.

Çàìå÷àíèå. Êðîìå îáîáùåííûõ çàäà÷ Äèðèõëå è Íåéìàíà âñòðå÷àþòñÿ
îáîáùåííûå êðàåâûå çàäà÷è, â êîòîðûõ êðàåâîå óñëîâèå ñîäåðæèò êàê çíà÷å-
íèÿ èñêîìîé ôóíêöèè íà ãðàíèöå îáëàñòè, òàê è çíà÷åíèÿ åå ïðîèçâîäíîé ïî
íîðìàëè. Òàêèå çàäà÷è íàçûâàþò êðàåâûìè çàäà÷àìè ñìåøàííîãî òèïà.

Îáùèé âèä ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â øàðå

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íàì ïîíàäîáèòñÿ îáùèé âèä ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé
â øàðå, êîòîðûé ìû óæå èñïîëüçîâàëè íà ïðåäûäóùåì çàíÿòèè.
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Íàïîìíèì îñíîâíûå ôîðìóëû.
Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà Pn(ξ) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

Pn(ξ) =
1

2nn!

dn
(
ξ2 − 1

)n
dξn

, n = 0, 1, 2, ..., ξ ∈ [−1, 1].

Ïðèñîåäèíåííûå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

P (m)
n (ξ) =

(
1− ξ2

)m
2 · d

mPn(ξ)

dξm
, 0 ≤ m ≤ n, ξ ∈ [−1, 1].

Ïðè m = 0 ïðèñîåäèíåííûå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà ñîâïàäàþò ñ ïîëèíî-
ìàìè Ëåæàíäðà.

Åñëè ââåñòè ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû (r, φ, θ) ïî ôîðìóëàì
x1 = r cosφ sin θ,

x2 = r sinφ sin θ,

x3 = r cos θ,

òî ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Yn(θ, φ) áóäóò âûðàæàòüñÿ ÷åðåç ïðèñîåäèíåííûå
ïîëèíîìû Ëåæàíäðà ïî ôîðìóëå

Yn(θ, φ) =
n∑

m=0

(am cosmφ+ bm sinmφ)P (m)
n (cos θ),

ãäå am è bm � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà.
Ïðîèçâîëüíóþ ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ â øàðå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè-

äå

u(r, θ, φ) =
∞∑
n=0

rn Yn(θ, φ) =
∞∑
n=0

n∑
m=0

rn (am cosmφ+ bm sinmφ)P (m)
n (cos θ),

ãäå am è bm � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà. Ýòó ôîðìóëó íàçûâàþò îáùèì âèäîì
ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â øàðå.

Ïðèìåð ðåøåíèÿ îáîáùåííîé çàäà÷è Äèðèõëå â øàðå

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðåøèì çàäà÷ó èç ýêçàìåíàöèîííîé êîíòðîëüíîé ïî
ÓÌÔ 2018/2019 ó÷åáíîãî ãîäà.
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Çàäà÷à 1 Ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð Ëàïëàñà

∆ : C2(B) → L2(B),

ãäå B � çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð â R3 ñ öåíòðîì â íóëå. Íàéòè

ðåøåíèå çàäà÷è {
∆u = 0, u ∈ D(∆),

u|∂B = x1 cosx3, x = (x1, x2, x3) ∈ R3.

Ðåøåíèå.
1. Ðàçëîæåíèå êðàåâîãî óñëîâèÿ â ðÿä Ôóðüå
Ïîñêîëüêó ðàäèóñ øàðà B ðàâåí 1 , òî êðàåâîå óñëîâèå â ñôåðè÷åñêèõ

êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

u|∂B = (x1 cosx3)|∂B =
(
r cosφ sin θ cos(r cos θ)

)∣∣
r=1

= cosφ sin θ cos(cos θ)

Ðàñêëàäûâàÿ ôóíêöèþ

v(θ, φ) = cosφ sin θ cos(cos θ)

â ðÿä Ôóðüå â L2(∂B) ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì {Yn(θ, φ)}∞n=0 , ïîëó÷àåì

v(θ, φ) =
∞∑
n=0

n∑
m=0

(
an,mP

(m)
n (cos θ) cosmφ+ bn,mP

(m)
n (cos θ) sinmφ

)
Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû {sinmφ , cosmφ} êî-
ýôôèöèåíòû Ôóðüå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:{

an,m = 0 ïðè m ̸= 1;

bn,m = 0 ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ m è n.

Òàêèì îáðàçîì,

v(θ, φ) =
∞∑
n=1

an,1P
(1)
n (cos θ) cosφ =

∞∑
n=1

an,1 sin θP
′
n(cos θ) cosφ ,

ãäå êîýôôèöèåíòû an,1 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

an,1 =

(
cosφ sin θ cos(cos θ) , sin θP ′

n(cos θ) cosφ
)(

sin θP ′
n(cos θ) cosφ , sin θP ′

n(cos θ) cosφ
) =
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=

2π∫
0

π∫
0

sin3 θ cos(cos θ)P ′
n(cos θ) cos

2 φ dφ dθ

2π∫
0

π∫
0

sin3 θ
(
P ′
n(cos θ)

)2
cos2 φ dφ dθ

=

=

π∫
0

sin3 θ cos(cos θ)P ′
n(cos θ) dθ

π∫
0

sin3 θ
(
P ′
n(cos θ)

)2
dθ

2. Ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãàðìîíè÷åñêèõ â øàðå ôóíêöèé
{uN}∞N=1

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãàðìîíè÷åñêèõ â øàðå B ôóíêöèé

uN =
N∑
n=1

an,1r
n sin θP ′

n(cos θ) cosφ , N = 1, 2, . . . ,

Ýòè ôóíêöèè âûáðàíû òàê, ÷òîáû èõ çíà÷åíèÿ íà ãðàíèöå øàðà ñîâïàäàëè ñ
÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè v(θ, φ) :

uN |∂B =
N∑
n=1

an,1 sin θP
′
n(cos θ) cosφ .

3. Äîêàçàòåëüñòâî ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uN}∞N=1

Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {uN}∞N=1 ÿâëÿåòñÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíîé â L2(B). Ïîñêîëüêó

∥uN+p − uN∥2L2(B) =

∥∥∥∥∥
N+p∑

n=N+1

an,1r
n sin θP ′

n(cos θ) cosφ

∥∥∥∥∥
2

L2(B)

òî ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ ïîëó÷àåì

∥uN+p − uN∥2L2(B) =

N+p∑
n=N+1

|an,1|2 ∥ rn sin θP ′
n(cos θ) cosφ∥

2
L2(B) =
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=

N+p∑
n=N+1

|an,1|2
∫
B

r2n sin2 θ(P ′
n(cos θ))

2 cos2 φ r2 sin θ dr dθ dφ =

=

N+p∑
n=N+1

|an,1|2
1∫

0

r2n+2 dr

π∫
0

2π∫
0

sin2 θ(P ′
n(cos θ))

2 cos2 φ sin θ dθ dφ =

=

N+p∑
n=N+1

|an,1|2
r2n+3

2n+ 3

∣∣∣∣1
0

· ∥ sin θP ′
n(cos θ) cosφ ∥2L2(∂B) <

<

N+p∑
n=N+1

|an,1|2 ∥ sin θP ′
n(cos θ) cosφ ∥2L2(∂B)

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè îöåíêó

∥uN+p − uN∥2L2(B) <

N+p∑
n=N+1

|an,1|2 ∥ sin θP ′
n(cos θ) cosφ ∥2L2(∂B) (1)

Ïîñêîëüêó ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå êðàåâîãî óñëîâèÿ v(θ, φ) ∈ L2(∂B)
èìååò âèä

v(θ, φ) =
∞∑
n=1

an,1 sin θP
′
n(cos θ) cosφ ,

òî ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ â L2(∂B). Èç ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ îòñþäà ñëåäóåò
ñõîäèìîñòü ÷èñëîâîãî ðÿäà

∞∑
n=1

|an,1|2 ∥ sin θP ′
n(cos θ) cosφ ∥2L2(∂B)

Ïî êðèòåðèþ Êîøè äëÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∀ε > 0
∃N0(ε) : ∀N > N0(ε) è ∀p ∈ N âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

N+p∑
n=N+1

|an,1|2 ∥ sin θP ′
n(cos θ) cosφ ∥2L2(∂B) < ε
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Íî òîãäà èç íåðàâåíñòâà (1) ïîëó÷àåì, ÷òî ∀ε > 0 ∃N0(ε) : ∀N > N0(ε)
è ∀p ∈ N âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

∥uN+p − uN∥2L2(B) <

N+p∑
n=N+1

|an,1|2 ∥ sin θP ′
n(cos θ) cosφ ∥2L2(∂B) < ε

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {uN}∞N=1 ÿâëÿåòñÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíîé â L2(B).

4. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è u(x)
Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uN}∞N=1 ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé â

L2(B), à ïðîñòðàíñòâî L2(B) � ïîëíîå, òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ u ∈ L2(B)
òàêàÿ, ÷òî

uN → u â L2(B) ïðè N → ∞.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è.
5. Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ óñëîâèé: u(x) ∈ D(∆) è ∆u = 0 .
Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèè uN ∈ C2(B) è ãàðìîíè÷åñêèå, ïîýòîìó(

uN
∆uN

)
=

(
uN
0

)
∈ Gr(∆)

Òîãäà ïðè N → ∞ ïîëó÷èì(
uN
0

)
→
(

u

0

)
∈ Gr(∆)

Çíà÷èò, u(x) ∈ D(∆) è ∆u = 0 .
6. Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ: u|∂B = v(θ, φ).
Äðóãèìè ñëîâàìè, íàì íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî

∥uN − v ∥2L2(∂B) → 0 ïðè N → ∞.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî ïîñòðîåíèþ

uN |∂B =

(
N∑
n=1

an,1r
n sin θP ′

n(cos θ) cosφ

)∣∣∣∣∣
r=1

=
N∑
n=1

an,1 sin θP
′
n(cos θ) cosφ
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à ðÿä Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè v ∈ L2(∂B) èìååò âèä

v =
∞∑
n=1

an,1 sin θP
′
n(cos θ) cosφ

Ïîýòîìó

∥uN − v ∥2L2(∂B) =
∞∑

n=N+1

|an,1|2 ∥ sin θP ′
n(cos θ) cosφ ∥2L2(∂B) → 0 ïðè N → ∞.

Ðåøåíèå çàäà÷è 1 çàâåðøåíî.

Ïðèìåð ðåøåíèÿ îáîáùåííîé êðàåâîé çàäà÷è â ÷åòâåðòè øàðà

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðåøèì çàäà÷ó èç ýêçàìåíàöèîííîé êîíòðîëüíîé ïî
ÓÌÔ 2020/2021 ó÷åáíîãî ãîäà.

Çàäà÷à 2 Ìíîæåñòâî B ⊂ R3 èìååò âèä

B = {(x, y, z) ∈ R3 : x > 0, y > 0, x2 + y2 + z2 < 1}.

Ãðàíèöó ìíîæåñòâà B îáîçíà÷èì ∂B = S1 ∪ S2 ∪ Sc, ãäå

S1 = {(x, y, z) ∈ R3 : x > 0, y = 0, x2 + z2 < 1},

S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x = 0, y > 0, y2 + z2 < 1},

Sc = {(x, y, z) ∈ R3 : x > 0, y > 0, x2 + y2 + z2 = 1}.

Îïåðàòîð Ëàïëàñà

∆ : C2(B) → L2(B).

Íàéòè ôóíêöèþ u ∈ D(∆) � ðåøåíèå çàäà÷è
∆u = 0, â L2(B),

u|S1
= x2,

∂u

∂x

∣∣∣∣
S2

= 0, u|Sc
= 0.
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Ðåøåíèå.
1. Ñâåäåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ê çàäà÷å ñ íóëåâûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

íà ïîëóêðóãàõ S1 è S2

Ïîäáåðåì êàêóþ-íèáóäü ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ g(x, y, z) , óäîâëåòâî-
ðÿþùóþ íà ïîëóêðóãàõ S1 è S2 óñëîâèÿì:

g|S1
= x2,

∂g

∂x

∣∣∣∣
S2

= 0 .

Íàïðèìåð, âîçüìåì ôóíêöèþ

g(x, y, z) = x2 − y2.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

g ∈ C2(B), ∆g = 0, g|S1
= x2,

∂g

∂x

∣∣∣∣
S2

= 0 .

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è â âèäå

u(x, y, z) = x2 − y2 + w(x, y, z)

Òîãäà äëÿ ôóíêöèè w(x, y, z) ïîëó÷èì çàäà÷ó
∆w = 0, w ∈ D(∆),

w|S1
= 0,

∂w

∂x

∣∣∣∣
S2

= 0, w|Sc
= −x2 + y2.

2. Âûáîð ïîäõîäÿùåãî áàçèñà â L2(Sc) , ñîõðàíÿþùåãî íóëåâûå êðàåâûå
óñëîâèÿ íà ïîëóîêðóæíîñòÿõ S1 ∩ Sc è S2 ∩ Sc .

Ïåðåïèøåì ñíà÷àëà êðàåâûå óñëîâèÿ íà S1 è S2 â ñôåðè÷åñêèõ êîîð-
äèíàòàõ

w|S1
= w| φ=0 = 0,

∂w

∂x

∣∣∣∣
S2

= − ∂w

∂φ

∣∣∣∣
φ=

π
2

= 0 .

Ïîñêîëüêó íà ÷åòâåðòè ñôåðû Sc

φ ∈
[
0,

π

2

]
, θ ∈ [0, π] ,
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òî, êàê ìû çíàåì åùå ñî âòîðîãî êóðñà, â êà÷åñòâå áàçèñà äëÿ ïðîñòðàíñòâà
ôóíêöèé f(φ) ∈ L2

[
0, π2
]

åñòü âîçìîæíîñòü âûáðàòü ëþáîé èç ÷åòûðåõ
âàðèàíòîâ áàçèñà {Fk(φ)} :

{cos 2kφ}; {cos(2k + 1)φ}; {sin 2kφ}; {sin(2k + 1)φ}.

Âîçüìåì òîò áàçèñ {Fk(φ)}, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò íóëåâûì êðàåâûì
óñëîâèÿì äëÿ φ , çàäàííûì â íàøåé çàäà÷å:

Fk(0) = 0, F ′
k

(π
2

)
= 0.

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî íàì ïîäîéäåò áàçèñ

{sin(2k + 1)φ},

è â êà÷åñòâå áàçèñà â L2(Sc) âûáèðàåì áàçèñ èç ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé

{P (2k+1)
n (cos θ) sin(2k + 1)φ}, 2k + 1 ⩽ n, n = 1, 2, . . . (2)

3. Ðàçëîæåíèå êðàåâîãî óñëîâèÿ íà ñôåðè÷åñêîé ÷àñòè ãðàíèöû â ðÿä Ôóðüå
Ïîñêîëüêó ðàäèóñ ÷åòâåðòè øàðà B ðàâåí 1 , òî êðàåâîå óñëîâèå íà Sc

â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

w|Sc
= (−x2 + y2)

∣∣
Sc

=
(
−r2 cos2 φ sin2 θ + r2 sin2 φ sin2 θ

)∣∣
r=1

= − cos 2φ sin2 θ

Ðàñêëàäûâàÿ ôóíêöèþ

v(θ, φ) = − cos 2φ sin2 θ

â ðÿä Ôóðüå â L2(Sc) ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì (2), ïîëó÷àåì

v(θ, φ) =
∞∑
n=1

[n−1
2 ]∑

k=0

bn,2k+1P
(2k+1)
n (cos θ) sin(2k + 1)φ

ãäå êîýôôèöèåíòû bn,2k+1 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

bn,2k+1 =

(
− cos 2φ sin2 θ , P

(2k+1)
n (cos θ) sin(2k + 1)φ

)(
P

(2k+1)
n (cos θ) sin(2k + 1)φ , P

(2k+1)
n (cos θ) sin(2k + 1)φ

) =
10



= −

π
2∫

0

π∫
0

sin3 θP (2k+1)
n (cos θ) cos 2φ sin(2k + 1)φ dφ dθ

π
2∫

0

π∫
0

sin θ
(
P (2k+1)
n (cos θ)

)2
sin2(2k + 1)φ dφ dθ

4. Ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãàðìîíè÷åñêèõ â ÷åòâåðòè øàðà ôóíê-
öèé {wN}∞N=1

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãàðìîíè÷åñêèõ â ÷åòâåðòè øàðà B
ôóíêöèé

wN =
N∑
n=1

[n−1
2 ]∑

k=0

bn,2k+1 r
nP (2k+1)

n (cos θ) sin(2k + 1)φ , N = 1, 2, . . . ,

Ýòè ôóíêöèè âûáðàíû òàê, ÷òîáû èõ çíà÷åíèÿ íà ñôåðè÷åñêîé ÷àñòè ãðàíèöû
÷åòâåðòè øàðà Sc ñîâïàäàëè ñ ÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè
v(θ, φ) :

wN |Sc
=

N∑
n=1

[n−1
2 ]∑

k=0

bn,2k+1P
(2k+1)
n (cos θ) sin(2k + 1)φ .

5. Äîêàçàòåëüñòâî ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {wN}∞N=1

Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {wN}∞N=1 ÿâëÿåòñÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíîé â L2(B). Ïîñêîëüêó

∥wN+p − wN∥2L2(B) =

∥∥∥∥∥∥∥
N+p∑

n=N+1

[n−1
2 ]∑

k=0

bn,2k+1r
nP (2k+1)

n (cos θ) sin(2k + 1)φ

∥∥∥∥∥∥∥
2

L2(B)

òî ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ ïîëó÷àåì

∥wN+p − wN∥2L2(B) =

N+p∑
n=N+1

[n−1
2 ]∑

k=0

|bn,2k+1|2
∥∥∥ rnP (2k+1)

n (cos θ) sin(2k + 1)φ
∥∥∥2
L2(B)

=
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=

N+p∑
n=N+1

[n−1
2 ]∑

k=0

|bn,2k+1|2
∫
B

r2n
(
P (2k+1)
n (cos θ)

)2
sin2(2k + 1)φ r2 sin θ dr dθ dφ =

=

N+p∑
n=N+1

[n−1
2 ]∑

k=0

|bn,2k+1|2
1∫

0

r2n+2 dr

π∫
0

π
2∫

0

(
P (2k+1)
n (cos θ)

)2
sin2(2k+1)φ sin θ dθ dφ =

=

N+p∑
n=N+1

[n−1
2 ]∑

k=0

|bn,2k+1|2
r2n+3

2n+ 3

∣∣∣∣1
0

·
∥∥∥P (2k+1)

n (cos θ) sin(2k + 1)φ
∥∥∥2
L2(Sc)

<

<

N+p∑
n=N+1

[n−1
2 ]∑

k=0

|bn,2k+1|2
∥∥∥P (2k+1)

n (cos θ) sin(2k + 1)φ
∥∥∥2
L2(Sc)

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè îöåíêó

∥wN+p − wN∥2L2(B) <

<

N+p∑
n=N+1

[n−1
2 ]∑

k=0

|bn,2k+1|2
∥∥∥P (2k+1)

n (cos θ) sin(2k + 1)φ
∥∥∥2
L2(Sc)

(3)

Ïîñêîëüêó ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå êðàåâîãî óñëîâèÿ v(θ, φ) ∈ L2(Sc)
èìååò âèä

v(θ, φ) =
∞∑
n=1

[n−1
2 ]∑

k=0

bn,2k+1P
(2k+1)
n (cos θ) sin(2k + 1)φ ,

òî ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ â L2(Sc). Èç ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ îòñþäà ñëåäóåò ñõî-
äèìîñòü ÷èñëîâîãî ðÿäà

∞∑
n=1

[n−1
2 ]∑

k=0

|bn,2k+1|2
∥∥∥P (2k+1)

n (cos θ) sin(2k + 1)φ
∥∥∥2
L2(Sc)
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Ïî êðèòåðèþ Êîøè äëÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∀ε > 0
∃N0(ε) : ∀N > N0(ε) è ∀p ∈ N âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

N+p∑
n=N+1

[n−1
2 ]∑

k=0

|bn,2k+1|2
∥∥∥P (2k+1)

n (cos θ) sin(2k + 1)φ
∥∥∥2
L2(Sc)

< ε

Íî òîãäà èç íåðàâåíñòâà (3) ïîëó÷àåì, ÷òî ∀ε > 0 ∃N0(ε) : ∀N > N0(ε)
è ∀p ∈ N âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

∥wN+p − wN∥2L2(B) <

N+p∑
n=N+1

[n−1
2 ]∑

k=0

|bn,2k+1|2
∥∥∥P (2k+1)

n (cos θ) sin(2k + 1)φ
∥∥∥2
L2(Sc)

< ε

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {wN}∞N=1 ÿâëÿåòñÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîé â L2(B).

6. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è w(x)
Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {wN}∞N=1 ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé â

L2(B), à ïðîñòðàíñòâî L2(B) � ïîëíîå, òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ w ∈ L2(B)
òàêàÿ, ÷òî

wN → w â L2(B) ïðè N → ∞.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ w ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è.
7. Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ óñëîâèé: w(x) ∈ D(∆) è ∆w = 0 .
Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèè wN ∈ C2(B) ãàðìîíè÷åñêèå, ïîýòîìó(

wN

∆wN

)
=

(
wN

0

)
∈ Gr(∆)

Òîãäà ïðè N → ∞ ïîëó÷èì(
wN

0

)
→
(

w

0

)
∈ Gr(∆)

Çíà÷èò, w(x) ∈ D(∆) è ∆w = 0 .
8. Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ: w|Sc

= v(θ, φ).
Äðóãèìè ñëîâàìè, íàì íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî

∥wN − v ∥2L2(Sc)
→ 0 ïðè N → ∞.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïî ïîñòðîåíèþ

wN |Sc
=

 N∑
n=1

[n−1
2 ]∑

k=0

bn,2k+1r
nP (2k+1)

n (cos θ) sin(2k + 1)φ


∣∣∣∣∣∣∣
r=1

=

=
N∑
n=1

[n−1
2 ]∑

k=0

bn,2k+1P
(2k+1)
n (cos θ) sin(2k + 1)φ

à ðÿä Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè v ∈ L2(∂B) èìååò âèä

v =
∞∑
n=1

[n−1
2 ]∑

k=0

bn,2k+1r
nP (2k+1)

n (cos θ) sin(2k + 1)φ

Ïîýòîìó

∥wN − v ∥2L2(Sc)
=

∞∑
n=N+1

[n−1
2 ]∑

k=0

|bn,2k+1|2
∥∥∥P (2k+1)

n (cos θ) sin(2k + 1)φ
∥∥∥2
L2(Sc)

→ 0

ïðè N → ∞ .
9. Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ: w|S1

= 0.
Äåéñòâèòåëüíî,

∥wN∥2L2(S1)
= ∥wN |φ=0∥2L2(S1)

= 0 → 0 ïðè N → ∞.

10. Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ: ∂w
∂x

∣∣
S2

= 0.
Äåéñòâèòåëüíî,∥∥∥∥ ∂wN

∂x

∥∥∥∥2
L2(S2)

=

∥∥∥∥∥ ∂wN

∂φ

∣∣∣∣
φ=

π
2

∥∥∥∥∥
2

L2(S2)

= 0 → 0 ïðè N → ∞.

Ðåøåíèå çàäà÷è 2 çàâåðøåíî.

Cïàñèáî çà âíèìàíèå.
Íå áîëåéòå!

14



15


