
Äèôôåðåíöèðîâàíèå îáîáùåííûõ ôóíêöèé

Ñàìàðîâà Ñ.Ñ.

ÔÎÏÔ, 3 êóðñ, ÓÌÔ

Ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ äèñòàíöèîííûõ çàíÿòèé

Â äàííîì ïîñîáèè ìû ïðîäîëæèì èçó÷åíèå ïðîñòðàíñòâà îáîáùåííûõ
ôóíêöèé S ′(Rm) è ðàññìîòðèì îïåðàöèþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáîáùåííûõ
ôóíêöèé.

Êàê ìû õîðîøî çíàåì, îáû÷íàÿ (íå îáîáùåííàÿ) ôóíêöèÿ íå âñåãäà ÿâëÿ-
åòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé, îäíàêî ó êàæäîé îáîáùåííîé ôóíêöèè ñóùåñòâóþò
âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå 1 Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ èç ïðî-

ñòðàíñòâà S ′(Rm) è α � ïðîèçâîëüíûé ìóëüòèèíäåêñ.

×àñòíîé ïðîèçâîäíîé ∂ αf íàçûâàþò îáîáùåííóþ ôóíêöèþ, äåéñòâèå

êîòîðîé íà êàæäóþ îñíîâíóþ ôóíêöèþ ϕ(x) ∈ S(Rm) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìó-

ëîé 〈
∂ αf , ϕ

〉
= (−1)|α|

〈
f , ∂ αϕ

〉
Îáúÿñíèì, îòêóäà âîçíèêëî òàêîå îïðåäåëåíèå íà ñàìîì ïðîñòîì ïðèìå-

ðå.
Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ ìåä-

ëåííîãî ðîñòà f(x), ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) êîòîðîé òàêæå èìååò ìåäëåííûé ðîñò.
Òîãäà äëÿ ëþáîé îñíîâíîé ôóíêöèè ϕ(x) ∈ S(R) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

〈
f ′ , ϕ

〉
=

+∞∫
−∞

f ′(x)ϕ(x) dx = f(x)ϕ(x)|+∞−∞ −
+∞∫
−∞

f(x)ϕ′(x) dx =
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= −
+∞∫
−∞

f(x)ϕ′(x) dx = −
〈
f , ϕ′(x)

〉
,

÷òî ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèþ 1.
Êàê ìû âèäèì, îïðåäåëåíèå 1 ðàñøèðÿåò ïîíÿòèå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è

äàåò âîçìîæíîñòü íàõîäèòü ïðîèçâîäíûå ó íåêîòîðûõ ôóíêöèé, êîòîðûå íå
ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûìè â îáû÷íîì ñìûñëå.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Çàäà÷à 1 Â ïðîñòðàíñòâå S ′(R) íàéòè ïðîèçâîäíóþ θ-ôóíêöèè Õåâèñàéäà

θ(x) =

{
0, åñëè x < 0;

1, åñëè x > 0.

Ðåøåíèå. Ãðàôèê ôóíêöèè Õåâèñàéäà èçîáðàæåí íà ðèñ.1

Ðèñ.1

Ôóíêöèÿ θ(x) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ìåäëåííîãî ðîñòà è çàäàåò ðåãóëÿðíûé
ôóíêöèîíàë â ïðîñòðàíñòâå S ′(R). Íàéäåì åãî ïðîèçâîäíóþ θ′(x) â S ′(R) .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â S ′(R) äëÿ ëþáîé
îñíîâíîé ôóíêöèè ϕ(x) ∈ S(R) âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

〈
θ′(x) , ϕ(x)

〉
= −

〈
θ(x) , ϕ′(x)

〉
= −

+∞∫
−∞

θ(x)ϕ′(x) dx = −
+∞∫
0

ϕ′(x) dx =

= − ϕ(x)|+∞0 = ϕ(0) =
〈
δ(x) , ϕ(x)

〉
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Ñëåäîâàòåëüíî,

θ′(x) = δ(x)

Ðåøåíèå çàäà÷è 1 çàâåðøåíî.
Äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è íàì ïîòðåáóåòñÿ åùå îäíî îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 2 Îáîáùåííîé ôóíêöèåé δ(x − x0), ãäå x0 ∈ Rm , íàçû-

âàþò ôóíêöèîíàë èç ïðîñòðàíñòâà S ′(Rm), äåéñòâèå êîòîðîãî íà êàæäóþ

îñíîâíóþ ôóíêöèþ ϕ(x) ∈ S(Rm) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé〈
δ(x− x0) , ϕ

〉
= ϕ(x0)

Çàäà÷à 2 Â ïðîñòðàíñòâå S ′(R) íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè

f(x) =


ex, åñëè x < −1;
2− 2x2, åñëè − 1 6 x 6 1, 5;

2x− 1, åñëè x > 1, 5.

Ðåøåíèå. Ãðàôèê ôóíêöèè f(x) èçîáðàæåí íà ðèñ.2

Ðèñ.2

Ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ìåäëåííîãî ðîñòà è çàäàåò ðåãóëÿðíûé
ôóíêöèîíàë â ïðîñòðàíñòâå S ′(R). Íàéäåì åãî ïðîèçâîäíóþ f ′(x) â S ′(R) .
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â S ′(R) äëÿ ëþáîé
îñíîâíîé ôóíêöèè ϕ(x) ∈ S(R) âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

〈
f ′(x) , ϕ(x)

〉
= −

〈
f(x) , ϕ′(x)

〉
= −

+∞∫
−∞

f(x)ϕ′(x) dx =

= −
−1∫
−∞

ex ϕ′(x) dx−
1,5∫
−1

(2− 2x2)ϕ′(x) dx−
+∞∫
1,5

(2x− 1)ϕ′(x) dx =

= − ex ϕ(x)|−1−∞ +

−1∫
−∞

ex ϕ(x) dx− (2− 2x2)ϕ(x)
∣∣1,5
−1 +

1,5∫
−1

(−4x)ϕ(x) dx−

− (2x− 1)ϕ(x)|+∞1,5 +

+∞∫
1,5

2ϕ(x) dx =

= −e−1ϕ(−1) +
−1∫
−∞

ex ϕ(x) dx+ 2, 5ϕ(1, 5) +

1,5∫
−1

(−4x)ϕ(x) dx+ 2ϕ(1, 5)+

+

+∞∫
1,5

2ϕ(x) dx =

= −e−1ϕ(−1) + 4, 5ϕ(1, 5) +

−1∫
−∞

ex ϕ(x) dx+

1,5∫
−1

(−4x)ϕ(x) dx+
+∞∫
1,5

2ϕ(x) dx

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç {f ′(x)} ôóíêöèþ

{f ′(x)} =


ex, åñëè x < −1;
−4x, åñëè − 1 < x < 1, 5;

2, åñëè x > 1, 5;

êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâîäíîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ôóíêöèè f(x) â òåõ òî÷-
êàõ, ãäå ýòà ïðîèçâîäíàÿ ñóùåñòâóåò, ò.å. íà ìíîæåñòâå

(−∞;−1) ∪ (−1; 1, 5) ∪ (1, 5 ;+∞) ,
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òî äåéñòâèå îáîáùåííîé ôóíêöèè f ′(x) íà îñíîâíóþ ôóíêöèþ ϕ(x) ìîæíî
çàïèñàòü ïî ôîðìóëàì 〈

f ′(x) , ϕ(x)
〉
=

= −e−1
〈
δ(x+ 1) , ϕ(x)

〉
+ 4, 5

〈
δ(x− 1, 5) , ϕ(x)

〉
+

+∞∫
−∞

{f ′(x)}ϕ(x) dx =

=
〈
−e−1δ(x+ 1) + 4, 5 δ(x− 1, 5) + {f ′(x)} , ϕ(x)

〉
Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f(x) â ïðîñòðàíñòâå S ′(R) èìååò

âèä

f ′(x) = −e−1δ(x+ 1) + 4, 5 δ(x− 1, 5) + {f ′(x)} (1)

Ðåøåíèå çàäà÷è 2 çàâåðøåíî.
Çàìå÷àíèå. Â ôîðìóëå (1) ÷èñëà −e−1 è 4, 5 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

ñêà÷êè êóñî÷íî-ãëàäêîé ôóíêöèè f(x) â òî÷êàõ ðàçðûâà x = −1 è x = 1, 5
ñîîòâåòñòâåííî:

h(−1) = f(−1 + 0)− f(−1− 0) = −e−1 ;

h(1, 5) = f(1, 5 + 0)− f(1, 5− 0) = 4, 5 ,

è ôîðìóëó (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

f ′(x) = h(−1) δ(x+ 1) + h(1, 5) δ(x− 1, 5) + {f ′(x)}

Äèôôåðåíöèðîâàíèå äðóãèõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ ôóíêöèé ìåäëåííîãî ðîñòà â
ïðîñòðàíñòâå S ′(R) îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïîæàëóéñòà, íå îøèáàéòåñü â çíàêàõ ïðè âû÷èñëåíèè ñêà÷êîâ! Ñêà÷îê
ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x = x0 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

h(x0) = f(x0 + 0)− f(x0 − 0)
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Çàäà÷à 3 (çàäàíèå, çàäà÷à 1.10) Â ïðîñòðàíñòâå S ′(R) äîêàçàòü ðàâåí-
ñòâî

d

dx
ln |x| = P 1

x
Ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ ln |x| çàäàåò ðåãóëÿðíûé ôóíêöèîíàë

íà ïðîñòðàíñòâå S(R).
Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî èíòåãðàë

+∞∫
−∞

ln |x|ϕ(x) dx

ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé îñíîâíîé ôóíêöèè ϕ(x) ∈ S(R) .
Ñ ýòîé öåëüþ ïðåäñòàâèì åãî â âèäå ñóììû òð¼õ èíòåãðàëîâ

+∞∫
−∞

ln |x|ϕ(x) dx =

−1∫
−∞

ln |x|ϕ(x) dx+
+∞∫
1

ln |x|ϕ(x) dx+
1∫

−1

ln |x|ϕ(x) dx

è äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå êàæäîãî èç íèõ.

� Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðâûõ äâóõ èíòåãðàëîâ çàìåòèì,
÷òî ïðè |x| > 1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∣∣ ln |x|ϕ(x)∣∣ < |x| |ϕ(x)|
Ïîñêîëüêó ϕ(x) ∈ S(R) , òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà M > 0 , ÷òî∣∣ ln |x|ϕ(x)∣∣ < |x| |ϕ(x)| < M

1 + x2

Ôóíêöèÿ
M

1 + x2

èíòåãðèðóåìà íà ïîëóèíòåðâàëàõ (−∞,−1] è [1,+∞), îòêóäà ïî òåîðåìå
ñðàâíåíèÿ ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëîâ

−1∫
−∞

ln |x|ϕ(x) dx è

+∞∫
1

ln |x|ϕ(x) dx .
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� Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ òðåòüåãî èíòåãðàëà ïðåäñòàâèì åãî
â âèäå ñóììû äâóõ èíòåãðàëîâ

1∫
−1

ln |x|ϕ(x) dx =

0∫
−1

ln(−x)ϕ(x) dx+
1∫

0

lnxϕ(x) dx

Âîñïîëüçîâàâøèñü â ïåðâîì èç ñëàãàåìûõ çàìåíîé ïåðåìåííîé

y = −x; dy = −dx,

ïîëó÷àåì

1∫
−1

ln |x|ϕ(x) dx = −
0∫

1

ln y ϕ(−y) dy +
1∫

0

lnxϕ(x) dx =

=

1∫
0

lnx
(
ϕ(x) + ϕ(−x)

)
dx

Ñäåëàåì åùå îäíó çàìåíó ïåðåìåííîé

x =
1

y
; dx = −dy

y2

Òîãäà

1∫
0

lnx
(
ϕ(x) + ϕ(−x)

)
dx = −

1∫
+∞

(− ln y)

(
ϕ

(
1

y

)
+ ϕ

(
− 1

y

))
dy

y2
=

=

+∞∫
1

(− ln y)

y2

(
ϕ

(
1

y

)
+ ϕ

(
− 1

y

))
dy

Â ñèëó íåðàâåíñòâà

ln y 6
√
y, ∀y ∈ [1,+∞) ,

ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣− ln y

y2

(
ϕ

(
1

y

)
+ ϕ

(
− 1

y

))∣∣∣∣∣ 6 1

y3/2

(∣∣∣∣ϕ(1

y

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ϕ(− 1

y

)∣∣∣∣
)

6
2M

y3/2
,
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ãäå M � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Ïîñêîëüêó èíòåãðàë

+∞∫
1

2M

y3/2
dy <∞ ,

òî ïî òåîðåìå ñðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî èíòåãðàë

1∫
−1

ln |x|ϕ(x) dx

ñóùåñòâóåò.

Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëà, çàäàâàå-
ìîãî ôóíêöèåé ln |x| , ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî S(R) .

Íåïðåðûâíîñòü ýòîãî ôóíêöèîíàëà äîêàçûâàåòñÿ ïî òîé æå ñõåìå ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ïîíÿòèÿ ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå S(R) . Èç-çà íåäîñòàòêà
âðåìåíè îñòàâëÿþ ýòî äîêàçàòåëüñòâî â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ äëÿ âñåõ æåëà-
þùèõ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â S ′(R) äëÿ ëþáîé
îñíîâíîé ôóíêöèè ϕ(x) ∈ S(R) èìååì〈

d

dx
ln |x| , ϕ(x)

〉
= −

〈
ln |x| , ϕ′(x)

〉
= −

+∞∫
−∞

ln |x|ϕ′(x) dx =

= − lim
ε→+0

( −ε∫
−∞

ln (−x)ϕ′(x) dx+
+∞∫
+ε

lnxϕ′(x) dx

)
=

= − lim
ε→+0

(
ln(−x)ϕ(x)|−ε−∞ −

−ε∫
−∞

ϕ(x)

x
dx+ lnxϕ(x)|+∞+ε −

+∞∫
+ε

ϕ(x)

x
dx

)
=

= lim
ε→+0

(
ln ε ϕ(ε)− ln ε ϕ(−ε)

)
+ v.p.

+∞∫
−∞

ϕ(x)

x
dx

Äîêàæåì, ÷òî

lim
ε→+0

(
ln ε ϕ(ε)− ln ε ϕ(−ε)

)
= 0
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Äåéñòâèòåëüíî,

lim
ε→+0

(
ln ε ϕ(ε)− ln ε ϕ(−ε)

)
= lim

ε→+0
(2ε ln ε) · lim

ε→+0

ϕ(ε)− ϕ(−ε)
2ε

= 0 ·ϕ′(0) = 0

Òàêèì îáðàçîì,〈
d

dx
ln |x| , ϕ(x)

〉
= v.p.

+∞∫
−∞

ϕ(x)

x
dx =

〈
P 1

x
, ϕ(x)

〉
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïîñëå ïåðåðûâà ìû ðàññìîòðèì ìåòîäû ðåøåíèÿ ïðîñòåéøèõ ëèíåéíûõ

îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå S ′(R).

Cïàñèáî çà âíèìàíèå.
Íå áîëåéòå!
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