
Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

Ñàìàðîâà Ñ.Ñ.

ÔÎÏÔ, 3 êóðñ, ÓÌÔ

Ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ äèñòàíöèîííûõ çàíÿòèé

Äàííîå ïîñîáèå ïîñâÿùåíî ïîèñêó êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè
äëÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû) è äëÿ
îäíîðîäíîãî ìíîãîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
ñïåöèàëüíîãî âèäà, ïîçâîëÿþùèìè ñâåñòè çàäà÷ó ê îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïðèâîäÿòñÿ âûâîäû ôîðìóë Äàëàìáåðà è Äþàìåëÿ
äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â

êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå

Îïðåäåëåíèå 1 Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

∂2u

∂t2
− a2∆u = f(t, x), t ∈ R, x ∈ Rn,

ãäå a � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, íàçûâàþò âîëíîâûì óðàâíåíèåì â Rn .

Â ñëó÷àå, êîãäà f(t, x) ≡ 0 , âîëíîâîå óðàâíåíèå íàçûâàþò îäíîðîäíûì,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåîäíîðîäíûì.

Îïðåäåëåíèå 2 Çàäà÷åé Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â Rn íàçûâàþò

çàäà÷ó î ïîèñêå ðåøåíèÿ u(t, x) ∈ C2(t > 0, x ∈ Rn) óðàâíåíèÿ

∂2u

∂t2
− a2∆u = f(t, x), t > 0, x ∈ Rn,
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óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn,

ut(0, x) = u1(x), x ∈ Rn.

ãäå f(t, x) ∈ C(t > 0, x ∈ Rn), u0(x) ∈ C2(Rn), u1(x) ∈ C2(Rn).

Íà ëåêöèÿõ áóäåò äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðóþ ìû áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü ïðè ðåøåíèè çàäà÷.

Òåîðåìà. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

åäèíñòâåííî.

Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå îäíîðîäíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå èìååò âèä

utt − a2uxx = 0 (1)

Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), ò.å. ðåøèì çàäà÷ó 1.1 èç äîìàøíåãî
çàäàíèÿ.

Çàïèøåì óðàâíåíèå (1) â âèäå(
∂2

∂t2
− a2 ∂

2

∂x2

)
u = 0 . (2)

Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà, ñòîÿùåãî â ëåâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ (2), ïîñòîÿííû, òî åãî ìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè(

∂

∂t
− a ∂

∂x

)
·
(
∂

∂t
+ a

∂

∂x

)
u = 0

Ïîäáåðåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

t = t(ξ, η), x = x(ξ, η)

òàêóþ, ÷òîáû
∂

∂ξ
=

∂

∂t
− a ∂

∂x
,

∂

∂η
=

∂

∂t
+ a

∂

∂x
.
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Âñïîìèíàÿ ôîðìóëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè u = u
(
t(ξ, η), x(ξ, η)

)
∂u

∂ξ
=
∂u

∂t
· ∂t
∂ξ

+
∂u

∂x
· ∂x
∂ξ

∂u

∂η
=
∂u

∂t
· ∂t
∂η

+
∂u

∂x
· ∂x
∂η

âèäèì, ÷òî íàì íóæíî, ÷òîáû

∂t

∂ξ
= 1 ;

∂x

∂ξ
= −a ;

∂t

∂η
= 1 ;

∂x

∂η
= a.

Ýòèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíàÿ çàìåíà

{
t = ξ + η,

x = −aξ + aη,
⇔


ξ =

1

2

(
t− x

a

)
,

η =
1

2

(
t+

x

a

)
è â ïåðåìåííûõ (ξ, η) óðàâíåíèå (2) ïðèíèìàåò âèä

∂2u

∂ξ∂η
= 0

Ðåøèì ýòî óðàâíåíèå:

∂

∂ξ

(
∂u

∂η

)
= 0 ⇔ ∂u

∂η
= c(η) ⇔ u =

∫
c(η) dη + g(ξ)

ãäå c(η) è g(ξ) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà
ôóíêöèè c(η) èíòåãðàë ∫

c(η) dη

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì f(η) .
Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ ôóíêöèÿ â ïåðåìåííûõ (ξ, η) èìååò âèä

u = f(η) + g(ξ) ,

à â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ (t, x)

u = f

(
1

2

(
t+

x

a

))
+ g

(
1

2

(
t− x

a

))
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Òàêèì îáðàçîì,

u(t, x) = F (x+ at) +G(x− at)

ãäå F è G � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Ïîñêîëüêó ìû èùåì ðåøåíèå

u(t, x) ∈ C2(R2)

òî îò ôóíêöèé F è G íóæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû îíè áûëè èç êëàññà C2(R) .

Ôîðìóëà Äàëàìáåðà

Âûâåäåì ôîðìóëó, ïîçâîëÿþùóþ âûïèñàòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ
îäíîðîäíîãî îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, ò.å ðåøèì çàäà÷ó 1.3 èç äî-
ìàøíåãî çàäàíèÿ.

Çàäà÷à 1 Ïóñòü a > 0. Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé u0 ∈ C2(R) è u1 ∈ C1(R)
íàéòè êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå u(t, x) ∈ C2(t > 0, x ∈ R) óðàâíåíèÿ

utt − a2uxx = 0, t > 0, x ∈ R,

óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u(0, x) = u0(x), x ∈ R,

ut(0, x) = u1(x), x ∈ R.

Ðåøåíèå.

Ïîñêîëüêó ëþáîå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ
èìååò âèä

u(t, x) = F (x+ at) +G(x− at),

òî èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíê-
öèé F è G {

u(0, x) = F (x) +G(x) = u0(x),

ut(0, x) = F ′(x) · a+G′(x) · (−a) = u1(x)

Èíòåãðèðóÿ âòîðîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

aF (x)− aG(x) =

x∫
x0

u1(ξ) dξ + C,
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ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Òàêèì îáðàçîì,
F (x) +G(x) = u0(x),

F (x)−G(x) =
1

a

x∫
x0

u1(ξ) dξ +
C

a
,

îòêóäà íàõîäèì 
F (x) =

1

2
u0(x) +

1

2a

x∫
x0

u1(ξ) dξ +
C

2a
,

G(x) =
1

2
u0(x)− 1

2a

x∫
x0

u1(ξ) dξ −
C

2a

Ñëåäîâàòåëüíî,

u(t, x) =
1

2
u0(x+at)+

1

2a

x+at∫
x0

u1(ξ) dξ+
C

2a
+

1

2
u0(x−at)−

1

2a

x−at∫
x0

u1(ξ) dξ−
C

2a

Îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì ôîðìóëó, êîòîðàÿ íîñèò íàçâàíèå ¾Ôîðìóëà Äà-
ëàìáåðà¿

u(t, x) =
u0(x+ at) + u0(x− at)

2
+

1

2a

x+at∫
x−at

u1(ξ) dξ

Çàäà÷à ðåøåíà.
Çàìå÷àíèå. Èç ôîðìóëû Äàëàìáåðà âûòåêàåò åäèíñòâåííîñòü êëàññè-

÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.

Ôîðìóëà Äþàìåëÿ

Âûâåäåì ôîðìóëó, ïîçâîëÿþùóþ âûïèñàòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ
íåîäíîðîäíîãî îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè, ò.å. ðåøèì çàäà÷ó 1.2 èç äîìàøíåãî çàäàíèÿ.
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Çàäà÷à 2 Ïóñòü a > 0 . Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C1(t > 0, x ∈ R) íàéòè

êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå u(t, x) ∈ C2(t > 0, x ∈ R) çàäà÷è Êîøè

utt − a2uxx = f(t, x), t > 0, x ∈ R,

u(0, x) = 0, x ∈ R,

ut(0, x) = 0, x ∈ R.

(3)

Ðåøåíèå.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Êîøè äîêàæåì ñíà÷àëà ¾Ïðèíöèï
Äþàìåëÿ¿, êîòîðûé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Åñëè äëÿ âñåõ τ > 0 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå g(τ, t, x) ∈ C 0,2,2(τ > 0, t > τ,R)
çàäà÷è Êîøè

gtt − a2gxx = 0, t > τ, x ∈ R

g(τ, τ, x) = 0, τ > 0, x ∈ R,

gt(τ, τ, x) = f(τ, x), τ > 0, x ∈ R.

(4)

òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

u(t, x) =

t∫
0

g(τ, t, x) dτ

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Ïðèíöèïà Äþàìåëÿ íóæíî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå òð¼õ
óñëîâèé:

1. u(0, x) =
0∫
0

g(τ, 0, x) dτ = 0

2. Ïîñêîëüêó

ut(t, x) = g(t, t, x) +

t∫
0

gt(τ, t, x) dτ =

t∫
0

gt(τ, t, x) dτ ,

òî

ut(0, x) = 0
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3.

utt(t, x) = gt(t, t, x) +

t∫
0

gtt(τ, t, x) dτ = f(t, x) + a2
t∫

0

gxx(τ, t, x) dτ =

= f(t, x) + a2

( t∫
0

g(τ, t, x) dτ

)
xx

= f(t, x) + a2uxx(t, x)

òî åñòü
utt − a2uxx = f(t, x)

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ äîêàçàòåëüñòâî ïðèíöèïà Äþàìåëÿ çàâåðøåíî.

Ïî ôîðìóëå Äàëàìáåðà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (5) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâè-
ÿìè

u0 = 0, u1 = f(τ, x) ,

èìååò âèä

g(τ, t, x) =
1

2a

x+a(t−τ)∫
x−a(t−τ)

f(τ, ξ) dξ

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðèíöèïîì Äþàìåëÿ, íàõîäèì ðåøåíèå çàäà÷è 2 ïî
ôîðìóëå

u(t, x) =
1

2a

t∫
0

dτ

x+a(t−τ)∫
x−a(t−τ)

f(τ, ξ) dξ

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà íîñèò íàçâàíèå ¾Ôîðìóëà Äþàìåëÿ¿ è çàâåðøàåò
ðåøåíèå çàäà÷è 2.

Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ìíîãîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ

íà÷àëüíûìè äàííûìè è ïðàâîé ÷àñòüþ ñïåöèàëüíîãî âèäà

Â ðÿäå ñëó÷àåâ çàäà÷ó Êîøè äëÿ ìíîãîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ óäà-
åòñÿ ñâåñòè ê çàäà÷å Êîøè äëÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Ýòî îêàçû-
âàåòñÿ âîçìîæíûì, êîãäà íà÷àëüíûå äàííûå Êîøè è ïðàâàÿ ÷àñòü âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ èìåþò ñïåöèàëüíûé âèä. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òàêèõ ñëó÷àåâ

7



äîñòàòî÷íî ìíîãî, íî ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî òåìè ïðèìåðàìè, êîòîðûå ñî-
äåðæàòñÿ â äîìàøíåì çàäàíèè.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà â íà÷àëüíûå äàííûå âåêòîð x ∈ Rn

âõîäèò òîëüêî â âèäå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (l, x) , ãäå l � íåêîòîðûé
ôèêñèðîâàííûé âåêòîð èç Rn .

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðåøèì çàäà÷ó 1.4 èç äîìàøíåãî çàäàíèÿ.

Çàäà÷à 3 Ïóñòü a > 0 è l ∈ Rn . Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè w ∈ C1(R) íàéòè

êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå u(t, x) ∈ C2(t > 0, x ∈ Rn) çàäà÷è Êîøè

utt − a2∆u = 0, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = 0, x ∈ Rn,

ut(0, x) = w
(

(l, x)
)
, x ∈ Rn.

(5)

Ðåøåíèå.

Îáîçíà÷èì áóêâîé ξ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

ξ = (l, x) = l1x1 + . . .+ lnxn

è áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (5) â âèäå

u = v(t, ξ) = v(t, l1x1 + . . .+ lnxn)

Òîãäà

vxi = vξ · ξxi = vξ · li ; vxixi = vξξ · l2i ; i = 1, 2, 3..., n

Ñëåäîâàòåëüíî,
∆v = vξξ (l21 + l22 + ...+ l2n) = vξξ |l|2

è çàäà÷à Êîøè (5) ñâîäèòñÿ ê îäíîìåðíîé çàäà÷å

vtt − a2|l|2vξξ = 0, t > 0, ξ ∈ R

v(0, ξ) = 0, vt(0, ξ) = w(ξ), x ∈ R ,
(6)

ðåøàòü êîòîðóþ ìû óæå óìååì. Ïî ôîðìóëå Äàëàìáåðà íàõîäèì

v(t, ξ) =
1

2a|l|

ξ+a|l|t∫
ξ−a|l|t

w(ζ) dζ
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Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî ξ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (l, x) , ïîëó÷àåì îòâåò çàäà÷è

u(t, x) =
1

2a|l|

(l,x)+a|l|t∫
(l,x)−a|l|t

w(ζ) dζ

Â ñèëó òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ äðóãèõ ðåøåíèé ó çàäà÷è 3 íåò.

Ðåøåíèå çàäà÷è 3 çàâåðøåíî.

Òåïåðü ðåøèì çàäà÷ó 1.5 èç äîìàøíåãî çàäàíèÿ. Â ýòîé çàäà÷å òðåáóåòñÿ
íàéòè ðåøåíèå òðåõìåðíîãî îäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿ-
þùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûìè
ôóíêöèÿìè.

Çàäà÷à 4 Ïóñòü a > 0 , ôóíêöèè u0 ∈ C3[0,+∞) è u1 ∈ C2[0,+∞) , ïðè-
÷åì u′0(0) = 0 . Íàéòè êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå u(t, x) ∈ C2(t > 0, x ∈ R3)
çàäà÷è Êîøè

utt − a2∆u = 0, t > 0, x ∈ R3,

u(0, x) = u0(|x|), x ∈ R3,

ut(0, x) = u1(|x|), x ∈ R3,

(7)

ãäå |x| =
√
x21 + x22 + x23.

Ðåøåíèå.

Îáîçíà÷èì

r = |x| =
√
x21 + x22 + x23

è áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (7) â âèäå

u = v(t, r) = v

(
t,
√
x21 + x22 + x23

)
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ v íå çàâèñèò îò óãëîâ θ, ϕ , òî, ïåðåõîäÿ â çàäà÷å (7) ê
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ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì, ïîëó÷àåì

vtt = a2

(
vrr +

2

r
vr

)
, t > 0, r > 0,

v(0, r) = u0(r), r > 0,

vt(0, r) = u1(r), r > 0.

(8)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
w(t, r) = r · v(t, r)

è ïåðåïèøåì çàäà÷ó (8) äëÿ ôóíêöèè w .
Ïîñêîëüêó

v(t, r) =
w(t, r)

r
òî

vt =
wt
r

vtt =
wtt
r

vr =
wr
r
− w

r2

vrr =
wrr
r
− wr
r2
− wr
r2

+
2w

r3
=
wrr
r
− 2wr

r2
+

2w

r3

è èç óðàâíåíèÿ çàäà÷è (8) ïîëó÷àåì

wtt
r

= a2

(
wrr
r
− 2wr

r2
+

2w

r3
+

2wr
r2
− 2w

r3

)
= a2

wrr
r

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (8) ïðèíèìàåò âèä

wtt = a2wrr t > 0, r > 0,

w(0, r) = r u0(r), r > 0,

wt(0, r) = r u1(r), r > 0,

w(t, 0) = 0, t > 0.

(9)
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Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à (9) ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ïîëóîñè r > 0 , èìååò äâà
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿ è îäíî êðàåâîå óñëîâèå, è ñðàçó ïðèìåíèòü äëÿ åå ðåøåíèÿ
ôîðìóëó Äàëàìáåðà íåëüçÿ. Îäíàêî êðàåâîå óñëîâèå

w(t, 0) = 0, t > 0,

ïîçâîëÿåò ñâåñòè ðåøåíèå çàäà÷è (9) ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè íà âñåé îñè,
âîñïîëüçîâàâøèñü ¾ìåòîäîì îòðàæåíèé¿.

Ñ ýòîé öåëüþ ïðîäîëæèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäà÷è (9) íà îòðèöàòåëü-
íûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé r íå÷åòíûì îáðàçîì

w(0, r) =

{
r u0(r), r > 0,

r u0(−r), r < 0

}
= r u0(|r|), r ∈ R,

wt(0, r) =

{
r u1(r), r > 0,

r u1(−r), r < 0

}
= r u1(|r|), r ∈ R,

è ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè íà âñåé îñè

wtt = a2wrr t > 0, r ∈ R,

w(0, r) = r u0(|r|), r ∈ R,

wt(0, r) = r u1(|r|), r ∈ R,
Íàéäåì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïî ôîðìóëå Äàëàìáåðà

w(t, r) =
(r + at)u0(|r + at|) + (r − at)u0(|r − at|)

2
+

1

2a

r+at∫
r−at

ξ u1(|ξ|) dξ

Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé ïî ïåðåìåííîé r ôóíê-
öèåé ïðè êàæäîì çíà÷åíèè t > 0

w(t,−r) =
(−r + at)u0(| − r + at|) + (−r − at)u0(| − r − at|)

2
+

+
1

2a

−r+at∫
−r−at

ξ u1(|ξ|) dξ =
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= −(r − at)u0(|r − at|) + (r + at)u0(|r + at|)
2

+
1

2a

r−at∫
r+at

(−ζ)u1(| − ζ|) (−dζ) =

= −(r − at)u0(|r − at|) + (r + at)u0(|r + at|)
2

− 1

2a

r+at∫
r−at

ζ u1(|ζ|) dζ = −w(t, r)

Òåì ñàìûì êðàåâîå óñëîâèå

w(t, 0) = 0, t > 0

âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè.
Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è èìååò âèä

u(t, x) =
(|x|+ at)u0(||x|+ at|) + (|x| − at)u0(||x| − at|)

2|x|
+

1

2a|x|

|x|+at∫
|x|−at

ξ u1(|ξ|) dξ

Ðåøåíèå çàäà÷è 4 çàêîí÷åíî.
Ðåøèì åùå îäíó çàäà÷ó Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â

òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Çàäà÷à 5 Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè

9utt = ∆u+ 18et cos(x+ 2y − 2z), t > 0, (x, y, z) ∈ R3,

u(0, x, y, z) = sin
√
x2 + y2 + z2, (x, y, z) ∈ R3,

ut(0, x, y, z) = 0, (x, y, z) ∈ R3.

(10)

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå u(t, x, y, z) çàäà÷è Êîøè (10) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ñóììó ðåøåíèé äâóõ áîëåå ïðîñòûõ çàäà÷ Êîøè

u(t, x, y, z) = v(t, x, y, z) + w(t, x, y, z),

ãäå ôóíêöèÿ v(t, x, y, z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

9vtt = ∆v + 18et cos(x+ 2y − 2z),

v(0, x, y, z) = 0,

vt(0, x, y, z) = 0,

(11)
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à ôóíêöèÿ w(t, x, y, z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

9wtt = ∆w,

w(0, x, y, z) = sin
√
x2 + y2 + z2,

wt(0, x, y, z) = 0.

(12)

Ðåøèì êàæäóþ èç ýòèõ çàäà÷.
Íà÷íåì ñ çàäà÷è (11). Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷ó (11) ìîæíî ñâåñòè ê îäíîìåð-

íîìó ñëó÷àþ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ¾ëèíåéíîé êîìáèíàöèè¿, ïðèìåíåííîãî ïðè
ðåøåíèè çàäà÷è 3, à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé Äþàìåëÿ. Îäíàêî ýòî
äîñòàòî÷íî òðóäîåìêèé ïóòü.

Â äàííîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò áîëåå ëåãêèé ñïîñîá ðåøåíèÿ. Îí îñíîâàí
íà òîì, ÷òî ôóíêöèÿ

cos(x+ 2y − 2z)

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Äåéñòâèòåëüíî,

∆(cos(x+ 2y − 2z)) = − cos(x+ 2y − 2z)− 22 cos(x+ 2y − 2z)−

−(−2)2 cos(x+ 2y − 2z) = −9 cos(x+ 2y − 2z)

Ïîýòîìó áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (11) â âèäå

v(t, x, y, z) = f(t) cos(x+ 2y − 2z) (13)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (14) â çàäà÷ó (11), ïîëó÷àåì

9f ′′(t) cos(x+ 2y − 2z) = −9f(t) cos(x+ 2y − 2z) + 18et cos(x+ 2y − 2z),

f(0) cos(x+ 2y − 2z) = 0,

f ′(0) cos(x+ 2y − 2z) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è (11) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ
îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà

f ′′(t) = −f(t) + 2et,

f(0) = 0,

f ′(0) = 0.

(14)
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Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â çàäà÷å (14) èìååò âèä

fîäí(t) = C1 sin t+ C2 cos t

×àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåì èñêàòü â âèäå

f÷àñòí(t) = αet

Ïîäñòàâëÿÿ f÷àñòí â óðàâíåíèå çàäà÷è (14), íàõîäèì α

αet = −αet + 2et

2α = 2

α = 1

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â çàäà÷å (14) èìååò âèä

f(t) = C1 sin t+ C2 cos t+ et

Íàéäåì êîýôôèöèåíòû C1 è C2 èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé çàäà÷è (14){
f(0) = C2 + 1 = 0,

f ′(0) = C1 + 1 = 0,
⇔

{
C2 = −1,

C1 = −1.

Ñëåäîâàòåëüíî,
f(t) = − sin t− cos t+ et

è ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (11) èìååò âèä

v(t, x, y, z) = (et − sin t− cos t) cos(x+ 2y − 2z)

Òåïåðü ðåøèì çàäà÷ó (12):

9wtt = ∆w,

w(0, x, y, z) = sin
√
x2 + y2 + z2,

wt(0, x, y, z) = 0.

Ïîñêîëüêó â ýòîé çàäà÷å íà÷àëüíûå äàííûå çàâèñÿò òîëüêî îò

r =
√
x2 + y2 + z2,
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òî, êàê è ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 4, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

w(t, x, y, z) =
g(t, r)

r

Êàê ìû óæå âèäåëè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 4, ôóíêöèÿ g(t, r) äîëæíà áûòü
ðåøåíèåì çàäà÷è íà ïîëóîñè r > 0

9gtt = grr,

g(0, r) = r sin r,

gt(0, r) = 0,

g(t, 0) = 0.

Ïðîäîëæàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íà âñþ îñü íå÷åòíûì îáðàçîì, ïîëó÷àåì çà-
äà÷ó Êîøè íà âñåé îñè r ∈ (−∞,+∞)

9gtt = grr,

g(0, r) = r sin |r|,

gt(0, r) = 0.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ëåãêî íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Äàëàìáåðà

g(t, r) =
(r + t/3) sin |r + t/3|+ (r − t/3) sin |r − t/3|

2

è ìû ïîëó÷àåì ðåøåíèå çàäà÷è (11)

w(t, x, y, z) =
(r + t/3) sin |r + t/3|+ (r − t/3) sin |r − t/3|

2r

ãäå r =
√
x2 + y2 + z2.

Ñêëàäûâàÿ ôóíêöèè v(t, x, y, z) è w(t, x, y, z) , íàõîäèì ðåøåíèå èñõîä-
íîé çàäà÷è
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u(t, x, y, z) = (et − sin t− cos t) cos(x+ 2y − 2z)+

+
(r + t/3) sin |r + t/3|+ (r − t/3) sin |r − t/3|

2r

ãäå r =
√
x2 + y2 + z2.

Ðåøåíèå çàäà÷è 5 çàâåðøåíî.
Íà ýòîì ìû çàêàí÷èâàåì ðàññìîòðåíèå êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé âîëíîâûõ

óðàâíåíèé. Íà÷èíàÿ ñî ñëåäóþùåãî çàíÿòèÿ ìû ïåðåõîäèì ê èçó÷åíèþ îáîá-
ùåííûõ ôóíêöèé è îáîáùåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Cïàñèáî çà âíèìàíèå.
Íå áîëåéòå!
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