
Ïðèíöèï àðãóìåíòà. Òåîðåìà Ðóøå

Ñàìàðîâà Ñ.Ñ.

ÔÎÏÔ, 3 êóðñ, ÒÔÊÏ

Ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ äèñòàíöèîííûõ çàíÿòèé

Â äàííîì ïîñîáèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷, èñïîëüçóþ-
ùèõ òåîðåìó Ðóøå. Ýòè ìåòîäû áàçèðóþòñÿ íà ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ, äîêà-
çàòåëüñòâî êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ëåêöèîííûì ìàòåðèàëîì.

Òåîðåìà 1 (Ïðèíöèï àðãóìåíòà). Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ:

� D � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ öèêëîì γ,

� ôóíêöèÿ f(z) ãîëîìîðôíà â íåêîòîðîé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé D = D ∪ γ

çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëþñîâ,

� ôóíêöèÿ f(z) èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé â îáëàñòè D,

� íà γ íåò íè íóëåé, íè ïîëþñîâ ôóíêöèè f(z).

Òîãäà

N − P =
1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2π
∆γ arg f(z),

ãäå N � ÷èñëî íóëåé â îáëàñòèD ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé, à P � ÷èñëî ïîëþñîâ
â îáëàñòè D ñ ó÷åòîì èõ ïîðÿäêîâ.

Çàäà÷ íà íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà àðãóìåíòà â çàäàíèè
íåò. Â êóðñå ÒÔÊÏ åãî, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþò äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäó-
þùåé òåîðåìû.
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Òåîðåìà 2 (Òåîðåìà Ðóøå). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

� D � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ öèêëîì γ,

� ôóíêöèè f(z) è g(z) ãîëîìîðôíû â íåêîòîðîé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé
D = D ∪ γ,

� |f(z)| > |g(z)| äëÿ ëþáîãî z ∈ γ.

Òîãäà ôóíêöèè
F (z) = f(z) + g(z) è f(z)

èìåþò â îáëàñòè D îäíî è òî æå ÷èñëî íóëåé ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé.
Çàìå÷àíèå. Èç óñëîâèé òåîðåìû Ðóøå ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ

F (z) = f(z) + g(z)

íå èìååò íóëåé íà ãðàíèöå îáëàñòè D.
Äîêàæåì çàìå÷àíèå ìåòîäîì ¾îò ïðîòèâíîãî¿. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò òî÷êà z0 ∈ γ òàêàÿ, ÷òî

F (z0) = f(z0) + g(z0) = 0

Òîãäà â ýòîé òî÷êå

f(z0) = −g(z0) ⇒ |f(z0)| = |g(z0)| ,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû Ðóøå.
Çàìå÷àíèå äîêàçàíî.
Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ðóøå ìîæíî äîêàçàòü çíàìåíèòóþ òåîðåìó, êîòîðàÿ

íîñèò íàçâàíèå ¾Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû¿.
Òåîðåìà 3 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû). Êàæäûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè

n
P (z) = zn + cn−1z

n−1 + ...+ c1z + c0

èìååò â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C ðîâíî n íóëåé ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè.
Ïîêàæåì, êàê ïðèìåíÿþòñÿ ýòè òåîðåìû ïðè ðåøåíèè çàäà÷.

Çàäà÷à 1 (2017/2018 ó÷. ãîä, ñåìåñòðîâàÿ êîíòðîëüíàÿ ïî ÒÔÊÏ)

Íàéòè ÷èñëî êîðíåé óðàâíåíèÿ

z4 + 4z3 − 8z − 2 = 0 (1)
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à) â îáëàñòè {z : 1 < |z| < 3},

á) â îáëàñòè {z : |z| > 3}.

Ðåøåíèå.

à) Íàéäåì ÷èñëî êîðíåé óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè {z : 1 < |z| < 3}.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îáëàñòü |z| < 1 è âûÿñíèì, ñêîëüêî êîðíåé óðàâ-
íåíèå (1) èìååò â ýòîé îáëàñòè.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ôóíêöèè

f(z) = −8z ,
g(z) = z4 + 4z3 − 2

è ñðàâíèì èõ çíà÷åíèÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè.

Ïðè |z| = 1

|f(z)| = | − 8z| = 8 ,

|g(z)| = |z4 + 4z3 − 2| ≤ |z|4 + 4|z|3 + 2 = 7 < 8 .

Ïîñêîëüêó ïðè |z| = 1

|f(z)| > |g(z)| ,

òî ïî òåîðåìå Ðóøå ôóíêöèÿ

F (z) = f(z) + g(z) = z4 + 4z3 − 8z − 2

èìååò â îáëàñòè |z| < 1 òî æå ÷èñëî íóëåé ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé, ÷òî
è ôóíêöèÿ

f(z) = −8z ,

à èìåííî, 1 íóëü.

Êðîìå òîãî, èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèå ê òåîðåìå Ðóøå, âèäèì, ÷òî ôóíêöèÿ

F (z) = f(z) + g(z) = z4 + 4z3 − 8z − 2

íå îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè |z| = 1 , ïîýòîìó F (z) èìååò 1 íóëü â êðóãå
|z| ≤ 1 .
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Òåïåðü ðàññìîòðèì îáëàñòü |z| < 3 è âûÿñíåíèì, ñêîëüêî íóëåé èìååò
â ýòîé îáëàñòè ôóíêöèÿ

F (z) = z4 + 4z3 − 8z − 2

Ñ ýòîé öåëüþ îïðåäåëèì ôóíêöèè f(z) è g(z) ïî-äðóãîìó

f(z) = z4 + 4z3 ,
g(z) = −8z − 2 .

Ïðè |z| = 3 ïîëó÷àåì

|f(z)| = |z4 + 4z3| = |z|3|z + 4| = 27|z + 4| ≥ 27
∣∣|z| − 4

∣∣ = 27(4− 3) = 27 ,

|g(z)| = | − 8z − 2| ≤ |8z|+ 2 = 24 + 2 = 26 .

Ïîñêîëüêó ïðè |z| = 3 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|f(z)| > |g(z)| ,

òî ïî òåîðåìå Ðóøå ôóíêöèÿ

F (z) = f(z) + g(z) = z4 + 4z3 − 8z − 2

èìååò â îáëàñòè |z| < 3 òàêîå æå ÷èñëî íóëåé ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé,
êàê è ôóíêöèÿ

f(z) = z4 + 4z3 = z3(z + 4) .

Ó ôóíêöèè f(z) åñòü íóëü z = 0 êðàòíîñòè 3, ëåæàùèé â îáëàñòè
|z| < 3 , è íóëü z = −4 , êîòîðûé íàõîäèòñÿ âíå ýòîé îáëàñòè.

Ïîýòîìó ó ôóíêöèè

F (z) = z4 + 4z3 − 8z − 2

âíóòðè îáëàñòè |z| < 3 èìååòñÿ òðè íóëÿ. Ïîñêîëüêó îäèí èç ýòèõ íóëåé
ëåæèò â êðóãå |z| ≤ 1 , òî â îáëàñòè 1 < |z| < 3 ôóíêöèÿ F (x) èìååò
äâà íóëÿ.

Çíà÷èò, óðàâíåíèå (1) èìååò â îáëàñòè 1 < |z| < 3 äâà êîðíÿ.
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á) Íàéäåì ÷èñëî êîðíåé óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè {z : |z| > 3}.
Ïîñêîëüêó

F (z) = z4 + 4z3 − 8z − 2

� ìíîãî÷ëåí 4-îé ñòåïåíè, òî ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû âî âñåé êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè ó íåãî èìååòñÿ 4 íóëÿ.

Êàê ìû òîëüêî ÷òî äîêàçàëè, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ðóøå, â îáëàñòè |z| < 3
ìíîãî÷ëåí F (x) èìååò 3 íóëÿ.

Ïî çàìå÷àíèþ ê òåîðåìå Ðóøå íà ãðàíèöå îáëàñòè ïðè |z| = 3 íóëåé
ìíîãî÷ëåíà F (x) íåò.

Çíà÷èò, â îáëàñòè |z| > 3 ó ìíîãî÷ëåíà F (x) åñòü ðîâíî 1 íóëü. Òàêèì
îáðàçîì, óðàâíåíèå (1) èìååò â îáëàñòè |z| > 3 îäèí êîðåíü.

Îòâåò. à) 2 êîðíÿ; á) 1 êîðåíü.

Ðàçáåðåì åùå îäíó çàäà÷ó, â êîòîðîé îöåíêè ïðè ïðèìåíåíèè òåîðåìû
Ðóøå îêàçûâàþòñÿ áîëåå ñëîæíûìè.

Çàäà÷à 2 (2019/2020 ó÷. ãîä, ñåìåñòðîâàÿ êîíòðîëüíàÿ ïî ÒÔÊÏ)

Ïðèìåíÿÿ òåîðèþ âû÷åòîâ è òåîðåìó Ðóøå, âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî

ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîìó êîíòóðó∮
|z|=1

z−2 exp

(
81

4z5 + 4z3 − 4z + 9

)
dz

Ðåøåíèå.
Âûÿñíèì, ãäå ðàñïîëîæåíû îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè

h(z) =
1

z2
exp

(
81

4z5 + 4z3 − 4z + 9

)
Äëÿ ýòîãî íàéäåì ÷èñëî êîðíåé óðàâíåíèÿ

4z5 + 4z3 − 4z + 9 = 0 (2)

â îáëàñòè |z| < 1 .
Â äàííîì ñëó÷àå ïîïûòêà çàäàòü ôóíêöèè f(z) è g(z) äëÿ ïðèìåíåíèÿ

òåîðåìû Ðóøå, ñãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, à çàòåì
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ñðàâíèòü èõ ìîäóëè ïðè |z| = 1 , èñïîëüçóÿ òîëüêî íåðàâåíñòâà äëÿ ìîäóëÿ
ñóììû è ìîäóëÿ ðàçíîñòè ÷èñåë, íå ïðèâîäèò ê æåëàåìîìó ðåçóëüòàòó.

Ðåøåíèå ýòîé è ïîäîáíûõ çàäà÷ îñíîâàíî íà ñïåöèàëüíîì âèäå ìíîãî÷ëå-
íà èç ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2). Ýòîò ìíîãî÷ëåí ñîäåðæèò òðè ñëàãàåìûõ,
ó êîòîðûõ ñòåïåíè z îáðàçóþò óáûâàþùóþ àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ (â
íàøåì ñëó÷àå ýòî ñëàãàåìûå 4z5, 4z3 è −4z), ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû ïðè
ñòàðøåé è ìëàäøåé ñòåïåíÿõ äåéñòâèòåëüíû è ðàâíû ïî ìîäóëþ.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñïåöèàëüíûì âèäîì ìíîãî÷ëåíà,îïðåäåëèì ôóíêöèè

f(z) = 9 ,
g(z) = 4z5 + 4z3 − 4z

è ñðàâíèì èõ çíà÷åíèÿ ïðè |z| = 1 . Òîãäà

|f(z)| = 9 ,

|g(z)| = |4z5 + 4z3 − 4z| = 4|z|3
∣∣z2 + 1− z−2

∣∣= 4
∣∣z2 + 1− z−2

∣∣ .
Ïðåäñòàâèâ ÷èñëî z íà îêðóæíîñòè |z| = 1 â âèäå

z = eiφ, 0 ≤ φ < 2π,

ïîëó÷èì

|g(z)| = 4
∣∣e2iφ+1−e−2iφ

∣∣= 4
∣∣2i sin 2φ+1

∣∣= 4

√
4 sin2 2φ+ 1 ≤ 4

√
5 =

√
80 < 9 .

Ïîñêîëüêó ïðè |z| = 1
|f(z)| > |g(z)| ,

òî ïî òåîðåìå Ðóøå ôóíêöèÿ

F (z) = f(z) + g(z) = 4z5 + 4z3 − 4z + 9

èìååò â îáëàñòè |z| < 1 òî æå ÷èñëî íóëåé ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé, ÷òî è
ôóíêöèÿ

f(z) = 9 ,

à èìåííî, íè îäíîãî íóëÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ó ôóíêöèè

h(z) =
1

z2
exp

(
81

4z5 + 4z3 − 4z + 9

)
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âíóòðè êðóãà |z| < 1 èìååòñÿ òîëüêî îäíà îñîáàÿ òî÷êà z = 0 , êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì âòîðîãî ïîðÿäêà.

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Êîøè î âû÷åòàõ, ïîëó÷àåì∮
|z|=1

z−2 exp

(
81

4z5 + 4z3 − 4z + 9

)
dz = 2πi res

z=0
h(z) =

= 2πi

[
exp

(
81

4z5 + 4z3 − 4z + 9

)]′∣∣∣∣∣
z=0

=

= 2πi

[
exp

(
81

4z5 + 4z3 − 4z + 9

)
· (−81)

(4z5 + 4z3 − 4z + 9)2
·(20z4+12z2−4)

]∣∣∣∣∣
z=0

=

= 2πie9(−1)(−4) = 8πie9

Îòâåò. 8πie9.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à èç ñåìåñòðîâîé êîíòðîëüíîé ðàáîòû 2020/2021 ãîäà
ïðåäëàãàåòñÿ Âàì äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 3 Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ðóøå è òåîðèþ âû÷åòîâ, âû÷èñëèòå èíòå-

ãðàë ïî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîìó êîíòóðó∮
|z|=1

sin

(
iz3

4z3 − 2iz2 + 1

)
dz

Îòâåò.

I = − πi

4
ch

1

4

Cïàñèáî çà âíèìàíèå.
Íå áîëåéòå!
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