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Ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ äèñòàíöèîííûõ çàíÿòèé

Â äàííîì ïîñîáèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà íà ïëîñ-
êîñòè.

Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

Îïðåäåëåíèå 1 Ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè D ôóíêöèåé êîìïëåêñíîãî ïå-

ðåìåíííîãî íàçûâàþò âåùåñòâåííîçíà÷íóþ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåí-

öèðóåìóþ ôóíêöèþ

u(z) = u(x, y), z = x+ iy,

óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0

Óòâåðæäåíèå 1 Äëÿ ëþáîé ãàðìîíè÷åñêîé â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D

ôóíêöèè u(z) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãîëîìîðôíàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ f(z) ,
÷òî

u(z) = Ref(z)

äëÿ âñåõ z ∈ D .
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Èíâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà îòíîñèòåëüíî êîíôîðìíûõ

îòîáðàæåíèé

Óòâåðæäåíèå 2 Ïóñòü ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ w = f(z) êîíôîðìíî îòîá-

ðàæàåò îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü D íà îáëàñòü G è ôóíêöèÿ g(w) ÿâëÿåòñÿ

ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè G . Òîãäà ôóíêöèÿ g
(
f(z)

)
òàêæå áóäåò ãàðìî-

íè÷åñêîé â â îáëàñòè D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî îáëàñòü G ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé â ñèëó
îäíîñâÿçíîñòè îáëàñòè D è êîíôîðìíîñòè îòîáðàæåíèÿ w = f(z) . Ïîýòîìó
èç óòâåðæäåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíàÿ â G ôóíêöèÿ F (z)
òàêàÿ, ÷òî

g(w) = ReF (w), ∀w ∈ G

Ðàññìîòðèì ñëîæíóþ ôóíêöèþ F
(
f(z)

)
. Ýòà ôóíêöèÿ áóäåò ãîëîìîðôíîé

â îáëàñòè D êàê ñóïåðïîçèöèÿ äâóõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, ïîýòîìó åå
ðåàëüíàÿ ÷àñòü

g
(
f(z)

)
= ReF

(
f(z)

)
áóäåò ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè D ôóíêöèåé.

Óòâåðæäåíèå 2 äîêàçàíî.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà íà ïëîñêîñòè

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Äèðèõëå. Ïóñòü D � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â C
ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé γ .

Ïóñòü ôóíêöèÿ u0 îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà γ çà èñêëþ÷åíèåì,
áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê z1, z2, ...zm , â êîòîðûõ u0 èìååò ðàçðûâû
ïåðâîãî ðîäà.

Òðåáóåòñÿ íàéòè îãðàíè÷åííóþ ãàðìîíè÷åñêóþ â îáëàñòè D ôóíêöèþ
u(z) , êîòîðàÿ íåïðåðûâíî ïðîäîëæàåòñÿ íà D \ {z1, z2, ...zm} è ñîâïàäàåò ñ
u0 íà γ \ {z1, z2, ...zm} .

Çàìå÷àíèå 1. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà äëÿ ëþáîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè, ãðà-
íèöà êîòîðîé ñîñòîèò áîëåå, ÷åì èç îäíîé òî÷êè, ñóùåñòâóåò êîíôîðìíîå
îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå ýòó îáëàñòü â åäèíè÷íûé êðóã. Ïî óòâåðæäåíèþ
2 â ðåçóëüòàòå ýòîãî îòîáðàæåíèÿ óðàâíåíèå Ëàïëàñà ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå
Ëàïëàñà. Òåì ñàìûì ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D
ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ åäèíè÷íîãî êðóãà.
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Ôîðìóëà Ïóàññîíà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå â êðóãå

Ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â êðóãå ðàäèóñà R

∆u = 0,
u||z|=R = u0(z)

ãäå ôóíêöèÿ u0 îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îêðóæíîñòè |z| = R çà
èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê z1, z2, ...zm , â êîòîðûõ u0
èìååò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà, äàåò ôîðìóëà (èíòåãðàë) Ïóàññîíà

u(z) =
1

2π

2π∫
0

u0

(
Reiθ

) R2 − |z|2∣∣Reiθ − z∣∣2 dθ (1)

Ïðåîáðàçóåì ôîðìóëó (1) ê áîëåå óäîáíîìó ïðè ðåøåíèè çàäà÷ âèäó.
Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ζ = Reiθ íà îêðóæíîñòè

ðàäèóñà R . Òîãäà

Re

(
ζ + z

ζ − z

)
= Re

(ζ + z)(ζ − z)

|ζ − z|2
= Re

|ζ|2 + zζ − zζ − |z|2

|ζ − z|2

Ïîñêîëüêó

zζ − zζ = zζ − (zζ) = 2i Im(zζ)

òî

Re

(
ζ + z

ζ − z

)
=
|ζ|2 − |z|2

|ζ − z|2
=

R2 − |z|2

|Reiθ − z|2
Êðîìå òîãî,

dζ = d
(
Reiθ

)
= Reiθ i dθ = iζdθ

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â ôîðìóëó (1), ïîëó÷àåì

u(z) =
1

2π
Re

2π∫
0

u0

(
Reiθ

) ζ + z

ζ − z
dθ = Re

[
1

2πi

∮
|ζ|=R

u0(ζ)
ζ + z

ζ − z
· dζ
ζ

]

Òàêèì îáðàçîì,

u(z) = Re

[
1

2πi

∮
|ζ|=R

u0(ζ)
(ζ + z)dζ

(ζ − z)ζ

]
(2)

è ìû ìîæåì ïåðåéòè ê ðåøåíèþ çàäà÷è èç äîìàøíåãî çàäàíèÿ.
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Çàäà÷à 1 Ðåøèòü â åäèíè÷íîì êðóãå çàäà÷ó Äèðèõëå

∆u = 0,

u(eiθ) =
4 + 5 cos θ

(5 + 4 cos θ)2

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì êðàåâîå óñëîâèå, ââåäÿ îáîçíà÷åíèå ζ = eiθ

u0(ζ) =
4 + 5 cos θ

(5 + 4 cos θ)2
=

4 +
5

2

(
eiθ + e−iθ

)
(

5 + 2
(
eiθ + e−iθ

))2 =

4 +
5

2

(
ζ +

1

ζ

)
(

5 + 2ζ +
2

ζ

)2 =

=
ζ(5ζ2 + 8ζ + 5)

2(2ζ2 + 5ζ + 2)2

Ðàçëîæèì çíàìåíàòåëü äðîáè íà ìíîæèòåëè. Äëÿ ýòîãî ðåøèì êâàäðàòíîå
óðàâíåíèå

2ζ2 + 5ζ + 2 = 0

(ζ)1,2 =
−5±

√
25− 16

4
=
−5± 3

4
= −2;−1

2
Òàêèì îáðàçîì,

2ζ2 + 5ζ + 2 = 2(ζ + 2)

(
ζ +

1

2

)
Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â ôîðìóëó äëÿ u0(ζ) , îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

u0(ζ) =
ζ(5ζ2 + 8ζ + 5)

8(ζ + 2)2
(
ζ +

1

2

)2

Ïî ôîðìóëå Ïóàññîíà (2) âû÷èñëèì ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå

u(z) = Re

[
1

2πi

∮
|ζ|=1

u0(ζ)
(ζ + z)dζ

(ζ − z)ζ

]
=

= Re

[
1

2πi

∮
|ζ|=1

ζ(5ζ2 + 8ζ + 5)

8(ζ + 2)2
(
ζ +

1

2

)2

(ζ + z)dζ

(ζ − z)ζ

]
=
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= Re

[
1

2πi

∮
|ζ|=1

(5ζ2 + 8ζ + 5)(ζ + z)dζ

2(ζ + 2)2(2ζ + 1)2(ζ − z)

]
(3)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè

f(ζ) =
(5ζ2 + 8ζ + 5)(ζ + z)

2(ζ + 2)2(2ζ + 1)2(ζ − z)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîíòóðíîãî èíòåãðàëà ïî îêðóæíîñòè |ζ| = 1 áóäåì
ïðèìåíÿòü òåîðåìó Êîøè î âû÷åòàõ. Ñ ýòîé öåëüþ èññëåäóåì îñîáûå òî÷êè
ôóíêöèè f(ζ) :

� ζ = −2 � ïîëþñ 2-ãî ïîðÿäêà, ëåæèò âíå êðóãà |ζ| ≤ 1 ;

� ζ = −1

2
� ïîëþñ 2-ãî ïîðÿäêà, ëåæèò âíóòðè êðóãà |ζ| ≤ 1 ;

� ζ = z � ïîëþñ 1-ãî ïîðÿäêà, ëåæèò âíóòðè êðóãà |ζ| ≤ 1 ;

� ζ =∞ � óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà, ëåæèò âíå êðóãà |ζ| ≤ 1 .

Ïîñêîëüêó ïðè ζ →∞ ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ

f(ζ) ∼ 5

8ζ2

òî âû÷åò â òî÷êå ζ =∞ íàéòè î÷åíü ëåãêî. Îí ðàâåí íóëþ.
Â ñâÿçè ñ ýòèì, áóäåì âû÷èñëÿòü êîíòóðíûé èíòåãðàë (3), ñ÷èòàÿ, ÷òî

îêðóæíîñòü |ζ| = 1 îãðàíè÷èâàåò âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà. Òîãäà

u(z) = Re

[
1

2πi

∮
|ζ|=1

f(ζ)dζ

]
= −Re

[
res
ζ=−2

f(ζ) + res
ζ=∞

f(ζ)
]

= −Re res
ζ=−2

f(ζ)

Íàéäåì âû÷åò f(ζ) â òî÷êå ζ = −2 . Ïîñêîëüêó ζ = −2 ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì
2 ïîðÿäêà, òî

res
ζ=−2

f(ζ) = lim
ζ→−2

[
(ζ + 2)2f(ζ)

]′
=

[
(5ζ2 + 8ζ + 5)(ζ + z)

2(2ζ + 1)2(ζ − z)

]′∣∣∣∣∣
ζ=−2

=

=

[
(10ζ + 8)(ζ + z) + (5ζ2 + 8ζ + 5)

2(2ζ + 1)2(ζ − z)
− 2(5ζ2 + 8ζ + 5)(ζ + z)

(2ζ + 1)3(ζ − z)
−
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− (5ζ2 + 8ζ + 5)(ζ + z)

2(2ζ + 1)2(ζ − z)2

]∣∣∣∣∣
ζ=−2

=

=
(−12)(−2 + z) + 9

2(−3)2(−2− z)
− 2 · 9(−2 + z)

(−3)3(−2− z)
− 9(−2 + z)

2(−3)2(−2− z)2
=

= − 33− 12z

18(z + 2)
− 2(z − 2)

3(z + 2)
− z − 2

2(z + 2)2
=

4z − 11

6(z + 2)
− 4z − 8

6(z + 2)
− 3z − 6

6(z + 2)2
=

=
−3(z + 2)− 3z + 6

6(z + 2)2
=

−z
(z + 2)2

Òàêèì îáðàçîì,

u(z) = −Re res
ζ=−2

f(ζ) = Re
z

(z + 2)2
= Re

z(z + 2)2

|z + 2|4
= Re

zz2 + 4|z|2 + 4z

|z + 2|4
=

=
|z|2

|z + 2|4
Rez +

4|z|2

|z + 2|4
+

4

|z + 2|4
Rez =

|z|2 + 4

|z + 2|4
Rez +

4|z|2

|z + 2|4

Çàïèñûâàÿ z â âèäå z = x+ iy, ïîëó÷àåì îòâåò â âèäå ôóíêöèè äâóõ äåéñòâè-
òåëüíûõ ïåðåìåííûõ

u(x, y) =
(x2 + y2 + 4)x+ 4x2 + 4y2(

(x+ 2)2 + y2
)2

Îòâåò. u(x, y) =
(x2 + y2 + 4)x+ 4x2 + 4y2(

(x+ 2)2 + y2
)2

Cïàñèáî çà âíèìàíèå.
Íå áîëåéòå!

6


