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Ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ äèñòàíöèîííûõ çàíÿòèé

Â äàííîì ïîñîáèè ìû ïðîäîëæàåì èçó÷àòü ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷, â êî-
òîðûõ òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå çàäàííîé îáëàñòè ðàñ-
øèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íà äðóãóþ çàäàííóþ îáëàñòü.

Ïðèíöèï ñèììåòðèè

Ðàññìîòðèì îáëàñòè D è G ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è îòîá-
ðàæåíèå f(z) : D → G, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

� ãðàíèöà îáëàñòè D ñîäåðæèò ó÷àñòîê γ, ëåæàùèé íà ïðÿìîé l , ïðè÷åì
âñÿ îáëàñòü D ðàñïîëîæåíà ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé l ;

� ãðàíèöà îáëàñòè G ñîäåðæèò ó÷àñòîê γ1, ëåæàùèé íà ïðÿìîé l1 , ïðè÷åì
âñÿ îáëàñòü G ðàñïîëîæåíà ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé l1 ;

� ôóíêöèÿ f(z) êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü D íà îáëàñòü G, íåïðå-
ðûâíà íà D ∪ γ è f(γ) = γ1 (ðèñ.1).

Ðèñ.1

1



Îáîçíà÷èì ÷åðåç D∗ îáëàñòü, ñèììåòðè÷íóþ îáëàñòè D îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé l, à ÷åðåç G∗ îáëàñòü, ñèììåòðè÷íóþ îáëàñòè G îòíîñèòåëüíî ïðÿ-
ìîé l1 (ðèñ.2).

Ðèñ.2

Òîãäà ôóíêöèÿ

F (z) =

{
f(z), z ∈ D,(

f(z∗)
)∗
, z ∈ D∗,

êîíôîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü D ∪ γ ∪D∗ íà îáëàñòü G ∪ γ1 ∪G∗ (ðèñ.2).

Ïîêàæåì, êàê ïðèìåíÿåòñÿ ïðèíöèï ñèììåòðèè íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Çàäà÷à 1 (¾Êðåñò¿) Îòîáðàçèòü êîíôîðìíî íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü

îáëàñòü, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ.3

Ðèñ.3
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Ðåøåíèå.
Îáëàñòü, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ.3, ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî

ìíèìîé îñè, ïîýòîìó èñêîìîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ìîæíî ïîñòðîèòü ñ
ïîìîùüþ ïðèíöèïà ñèììåòðèè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðèìåíåíèå ê îáëàñòè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ.3,
ôóíêöèè f(z) = z2 ÿâëÿåòñÿ ãðóáîé îøèáêîé, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì íàðóøà-
åòñÿ îäíîëèñòíîñòü. Ïðè÷èíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îáëàñòü ñëèøêîì âå-
ëèêà. Ïðèíöèï ñèììåòðèè äàåò âîçìîæíîñòü ñíà÷àëà ïîñòðîèòü êîíôîðìíîå
îòîáðàæåíèå ïðàâîé ïîëîâèíû îáëàñòè íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü, à çàòåì
ïðîäîëæèòü åãî êîíôîðìíî íà âñþ îáëàñòü.

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà ñèììåòðèè ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå îáëàñòè D
÷àñòü èñõîäíîé îáëàñòè, âûäåëÿåìóþ óñëîâèåì Rez > 0, à â êà÷åñòâå γ � ëó÷
[i,+i∞) íà ìíèìîé îñè (ðèñ.4).

Ðèñ.4

Èòàê, ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå îáëàñòè D íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.
Ñïåöèàëüíî îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè íåîáõîäèìî ñëåäèòü çà òåì, êó-

äà ïåðåõîäèò êðèâàÿ γ , ïîñêîëüêó åå îáðàç γ1 èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïðèìåíåíèè
ïðèíöèïà ñèììåòðèè.

Ñíà÷àëà ïîâåðíåì îáëàñòü D íà 90◦ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè âîêðóã òî÷-
êè z = 0 è ïîëó÷èì õîðîøî çíàêîìûé ¾ñòîëáèê¿
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z · eiπ/2−−−−−−→

Ðèñ.5

Ïðèìåíèì ôóíêöèþ z2 . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â îáëàñòè D àðãóìåíò
òî÷åê z èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî π . Òîãäà àðãóìåíò z2 áóäåò èçìåíÿòüñÿ
îò 0 äî 2π , ïðè÷åì òî÷êè ëó÷à γ ïåðåéäóò â òî÷êè ñ àðãóìåíòîì 2π ,
ñëåäîâàòåëüíî, îêàæóòñÿ íà íèæíåì áåðåãó ðàçðåçà (ðèñ.6)

z2−−→

Ðèñ.6

Ïîäâèíåì ðàçðåç òàê, ÷òîáû îí ñîâïàë ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì
äåéñòâèòåëüíîé îñè (ðèñ.7).
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z + 4−−−−−→

Ðèñ.7

Íàêîíåö, ïðèìåíèì ôóíêöèþ f(z) , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé âåò-
âüþ

√
z . Äëÿ ýòîãî âûáåðåì òàêóþ ðåãóëÿðíóþ âåòâü f(z) , íà êîòîðîé

f(1 + i · 0) = 1 . Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì òî÷êè ëó÷à γ , êîòîðûå íàõîäèëèñü
íà íèæíåì áåðåãó ðàçðåçà è èìåëè àðãóìåíò 2π ïåðåäóò â òî÷êè ñ àðãóìåí-
òîì π (ðèñ.8).

√
z−−−→

Ðèñ.8

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì ñèììåòðèè è ïðîäîëæèì êîíôîðìíî
ïîñòðîåííîå âûøå îòîáðàæåíèå íà âòîðóþ ïîëîâèíó èñõîäíîé îáëàñòè D∗

(ðèñ.9).
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Ïðèíöèï
ñèììåòðèè
−−−−−−−−−−→

Ðèñ.9

Â ðåçóëüòàòå ýòîãî

� ìíèìàÿ îñü ïåðåéäåò â äåéñòâèòåëüíóþ;

� ïîëîâèíà èñõîäíîé îáëàñòè (îáëàñòü D) ïåðåéäåò â âåðõíþþ ïîëóïëîñ-
êîñòü;

� ñèììåòðè÷íàÿ îáëàñòè D îòíîñèòåëüíî ìíèìîé îñè îáëàñòü D∗ (âòîðàÿ
ïîëîâèíà èñõîäíîé îáëàñòè) ïåðåéäåò â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü;

� ëó÷ γ â èñõîäíîé îáëàñòè ïåðåéäåò â ëó÷ (−∞,−
√
5) äåéñòâèòåëüíîé îñè

(âõîäèò â îáðàç);

� ëó÷ (−i∞, i] â èñõîäíîé îáëàñòè ïåðåéäåò â ðàçðåç [−
√
5,+∞) äåéñòâè-

òåëüíîé îñè (íå âõîäèò â îáðàç);

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëàñü âñÿ ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì [−
√
5,+∞) ïî äåéñòâè-

òåëüíîé îñè.
Òåïåðü åùå ðàç ïîäâèíåì ðàçðåç òàê, ÷òîáû îí ñîâìåñòèëñÿ ñ ïîëîæè-

òåëüíûì íàïðàâëåíèåì äåéñòâèòåëüíîé îñè (ðèñ.10).
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z +
√
5−−−−−−→

Ðèñ.10

Ñíîâà ïðèìåíèì ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé âåòâüþ
√
z .

Äëÿ ýòîãî âûáåðåì òàêóþ ðåãóëÿðíóþ âåòâü f(z) , íà êîòîðîé f(1+i·0) = 1 .

√
z−−−→

Ðèñ.11

Ðåøåíèå çàäà÷è 1 çàêîí÷åíî.

Òåîðåìà Ðèìàíà

Òåîðåìà Ðèìàíà. Ïóñòü D - îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ðàñøèðåííîé êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ãðàíèöà êîòîðîé ñîñòîèò áîëåå, ÷åì èç îäíîé òî÷êè. Òî-
ãäà ñóùåñòâóåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå w = f(z) îáëàñòè D íà åäèíè÷-
íûé êðóã |w| < 1 . Òàêîå îòîáðàæåíèå áóäåò åäèíñòâåííûì, åñëè âûïîëíåíû
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óñëîâèÿ íîðìèðîâêè:

f(z0) = w0, argf ′(z0) = α,

ãäå z0 è w0 � çàäàííûå òî÷êè (z0 ∈ D, |w0| < 1) , à α � çàäàííîå
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà Ðèìàíà íå ïðèìåíèìà, åñëè îáëàñòü D ÿâëÿåòñÿ
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ C èëè ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ C .

Çàäà÷à 2 Äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé, ïå-

ðåâîäÿùèõ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü C è ðàñøèðåííóþ êîìïëåêñíóþ ïëîñ-

êîñòü C íà åäèíè÷íûé êðóã.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèå êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ ñóùå-
ñòâóþò. Òîãäà ýòè îòîáðàæåíèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ ãîëîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè,
îãðàíè÷åííûìè âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Â ñèëó òåîðåìû Ëèóâèëëÿ
òàêèå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè, à, çíà÷èò, íå ìîãóò çàäàâàòü îäíî-
ëèñòíûå îòîáðàæåíèÿ.

Çàäà÷à 3 Ïóñòü z0 � çàäàííàÿ òî÷êà åäèíè÷íîãî êðóãà (|z0| < 1) , à α

� çàäàííîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

Ïîñòðîèòü äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå w = f(z) åäèíè÷íîãî êðóãà

|z| < 1 íà åäèíè÷íûé êðóã |w| < 1 , ïðè êîòîðîì

f(z0) = 0, argf ′(z0) = α.

Ðåøåíèå.
Ïîñêîëüêó ïðè äðîáíî-ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè w = f(z) òî÷êà z0

äîëæíà ïåðåéòè â öåíòð êðóãà |w| < 1 , òî ïî ñâîéñòâó äðîáíî-ëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèé òî÷êà z∗0 , ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå z0 îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè
|z| = 1 , äîëæíà áóäåò ïåðåéòè â òî÷êó, ñèììåòðè÷íóþ öåíòðó îêðóæíîñòè
|w| = 1 , òî åñòü â ∞.

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èìååò âèä

f(z) = A
z − z0
z − z∗0

ãäå A � ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî.
Äîêàæåì, ÷òî

z∗0 =
1

z0
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Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî òî÷êè z∗0 è z0 ëåæàò íà îäíîì ëó÷å, âûõîäÿùåì
èç z = 0 , ïðè÷åì

|z0| · |z∗0| = 1

Òîãäà, çàïèñûâàÿ z0 â âèäå

z0 = |z0| · eiϕ,

ïîëó÷àåì

z∗0 = |z∗0| · eiϕ =
1

|z0| · e−iϕ
=

1

z0

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â
âèäå

f(z) = A
z − z0
z − z∗0

= Ã
z − z0

1− z · z0
Ïîñêîëüêó òî÷êè 0 è ∞ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ëþáîé îêðóæíîñòè ñ
öåíòðîì â íóëå, òî íóæíî åùå ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû òî÷êè åäèíè÷íîé îêðóæ-
íîñòè |z| = 1 ïåðåøëè â òî÷êè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè |w| = 1 .

Ïîñêîëüêó åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü |z| = 1 ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü, òî
íàéäåì å¼ ðàäèóñ

|w| = |f(z)| =
∣∣∣∣Ã z − z0

1− z · z0

∣∣∣∣ = |Ã| |z − z0||1− z · z0|
= |Ã| |z| · |1− z0z|

|1− z · z0|
=

= |Ã| |1− z0z|
|1− z · z0|

= |Ã| |1− z · z0|
|1− z · z0|

= |Ã|

Çíà÷èò,
|Ã| = 1, ⇒ Ã = eiβ

Íàéäåì òåïåðü ÷èñëî β èç óñëîâèÿ argf ′(z0) = α. Ïîñêîëüêó

f ′(z) = eiβ
(1− z · z0) + z0(z − z0)

(1− z · z0)2

òî

f ′(z0) = eiβ
(1− z0 · z0) + z0(z0 − z0)

(1− z0 · z0)2
= eiβ

1− |z0|2

(1− |z0|2)2
= eiβ

1

1− |z0|2

Ïîñêîëüêó
1

1− |z0|2
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ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì, òî

argf ′(z0) = β

Òàêèì îáðàçîì, β = α è òðåáóåìîå äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èìååò âèä

f(z) = eiα
z − z0

1− z · z0
Ðåøåíèå çàäà÷è 3 çàêîí÷åíî.

Çàäà÷à 4 Íàéòè îáùèé âèä êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé åäèíè÷íîãî êðóãà

|z| < 1 íà åäèíè÷íûé êðóã |w| < 1 .

Ðåøåíèå.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) çàäàåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå åäèíè÷íîãî êðóãà

|z| < 1 íà åäèíè÷íûé êðóã |w| < 1 . Â òàêîì ñëó÷àå â åäèíè÷íîì êðóãå
|z| < 1 íàéäåòñÿ òî÷êà z0 òàêàÿ, ÷òî f(z0) = 0 . Îáîçíà÷èì

α = argf ′(z0)

Êàê ìû òîëüêî ÷òî âûÿñíèëè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 3, äðîáíî-ëèíåéíîå îòîá-
ðàæåíèå

g(z) = eiα
z − z0

1− z · z0
òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì îòîáðàæåíèåì åäèíè÷íîãî êðóãà |z| < 1 íà
åäèíè÷íûé êðóã |w| < 1 , äëÿ êîòîðîãî

f(z0) = 0, argf ′(z0) = α (1)

Ïî òåîðåìå Ðèìàíà ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå åäè-
íè÷íîãî êðóãà |z| < 1 íà åäèíè÷íûé êðóã |w| < 1 , óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì (1). Çíà÷èò, f(z) = g(z) .

Òàêèì îáðàçîì, f(z) � ýòî äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, èìåþùåå âèä

f(z) = eiα
z − z0

1− z · z0
Ðåøåíèå çàäà÷è 4 çàêîí÷åíî.

Íà ýòîì ìû çàâåðøàåì èçó÷åíèå òåìû ¾Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ¿.
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Cïàñèáî çà âíèìàíèå.
Íå áîëåéòå!
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