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Ñàìàðîâà Ñ.Ñ.

ÔÎÏÔ, 3 êóðñ, ÒÔÊÏ

Ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ äèñòàíöèîííûõ çàíÿòèé

Â äàííîì ïîñîáèè ìû ïðîäîëæàåì èçó÷àòü ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷, â êî-
òîðûõ òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå çàäàííîé îáëàñòè ðàñ-
øèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íà äðóãóþ çàäàííóþ îáëàñòü.

Ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèåé Æóêîâñêîãî íàçûâàþò ôóíêöèþ

f(z) =
1

2

(
z +

1

z

)
(1)

Óòâåðæäåíèå 1. ÔóíêöèÿÆóêîâñêîãî êîíôîðìíà â ëþáîé îáëàñòè ðàñ-
øèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò òî÷åê z1, z2 (z1 ̸= z2)
òàêèõ, ÷òî z1 · z2 = 1.

Çàìå÷àíèå 1. Â îòëè÷èå îò äðîáíî-ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ôóíêöèÿ
Æóêîâñêîãî íå ÿâëÿåòñÿ îäíîëèñòíîé âî âñåé ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ñëåäèòü çà òåì, ÷òîáû îáëàñòü, ê êîòîðîé
ïðèìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî â êà÷åñòâå êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ,
áûëà îáëàñòüþ, ãäå ýòà ôóíêöèÿ îäíîëèñòíà.

Òàêèìè îáëàñòÿìè ÿâëÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü, íèæ-
íÿÿ ïîëóïëîñêîñòü, âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà ñ öåíòðîì â z = 0 , âíåø-
íîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà ñ öåíòðîì â z = 0 .

1



Ðàññìîòðèì, êóäà ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî ïåðåâîäèò ëèíèè è îáëàñòè â C.
Äëÿ ýòîãî, ïîäñòàâèâ â ôîðìóëó (1) ÷èñëî z, âûðàæåííîå â ýêñïîíåíöèàëüíîé
ôîðìå

z = reiφ,

ïîëó÷àåì

f(reiφ) =
1

2

(
reiφ +

1

r
e−iφ

)
=

1

2

(
r +

1

r

)
cosφ+ i

1

2

(
r − 1

r

)
sinφ = u+ iv,

ãäå

u =
1

2

(
r +

1

r

)
cosφ, v =

1

2

(
r − 1

r

)
sinφ. (2)

� Íàéäåì, êóäà ïåðåõîäèò îêðóæíîñòü ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå z = 0.

Ïðè r = 1 èç ôîðìóëû (2) ïîëó÷àåì

u = cosφ, v = 0.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè åäèíè÷íîé ïîëóîêðóæíîñòè, ðàñïîëîæåííîé â
âåðíåé ïîëóïëîñêîñòè (φ ∈ [0, π]), ïðîåêòèðóþòñÿ íà îòðåçîê [−1, 1] äåé-
ñòâèòåëüíîé îñè (ðèñ.1).

1

2

(
z +

1

z

)
−−−−−−−−−→

Ðèñ.1

Òî÷êè åäèíè÷íîé ïîëóîêðóæíîñòè, ðàñïîëîæåííîé â íèæíåé ïîëóïëîñ-
êîñòè (φ ∈ [−π, 0]), òàêæå ïðîåêòèðóþòñÿ íà îòðåçîê [−1, 1] äåéñòâè-
òåëüíîé îñè (ðèñ.2).
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1

2

(
z +

1

z

)
−−−−−−−−−→

Ðèñ.2

� Ïðè r ̸= 1 èç ôîðìóëû (2) íàõîäèì

cosφ =
u

1
2

(
r + 1

r

) ; sinφ =
v

1
2

(
r − 1

r

) .

Èñïîëüçóÿ îñíîâíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî, ïîëó÷àåì

u2[
1
2

(
r + 1

r

)]2 + v2[
1
2

(
r − 1

r

)]2 = 1 (3)

Íà ïëîñêîñòè u, v óðàâíåíèå (3) çàäàåò ýëëèïñ, ïîëóîñü êîòîðîãî íà îñè
0u áîëüøå 1.

Àíàëèçèðóÿ çíàêè v â ôîðìóëå (2) â çàâèñèìîñòè îò φ ïðè ðàçëè÷íûõ,
íî ôèêñèðîâàííûõ, çíà÷åíèÿõ r, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

� Âåðõíÿÿ ïîëóîêðóæíîñòü ïðè r > 1 ïåðåõîäèò â âåðõíþþ ïîëîâèíó ýë-
ëèïñà (3)
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1

2

(
z +

1

z

)
−−−−−−−−−→

Ðèñ.3

Ðàññìîòðèì âíåøíîñòü ïîëóêðóãà ðàäèóñà 1, ðàñïîëîæåííóþ â âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè (ëåâàÿ ÷àñòü ðèñ.4). Ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíå-
íèåì âñåõ ïîëóîêðóæíîñòåé ñ öåíòðîì â íóëå ðàäèóñà r > 1, ëåæàùèõ â
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.

Ïîñêîëüêó ïðè ïðèìåíåíèè ôóíêöèè Æóêîâñêîãî ïîëóîêðóæíîñòü ðà-
äèóñà r ïåðåéäåò â âåðõíþþ ïîëîâèíó ýëëèïñà ñ ïîëóîñüþ ïî îñè 0v,
ðàâíîé

1

2

(
r − 1

r

)
,

òî ïðè èçìåíåíèè r îò 1 äî +∞ ýòà ïîëóîñü ýëëèïñà áóäåò èçìåíÿòüñÿ
îò 0 äî +∞. Òàêèì îáðàçîì, âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà â âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè ïåðåõîäèò â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü (ðèñ.4)

1

2

(
z +

1

z

)
−−−−−−−−−→

Ðèñ.4

4



� Âåðõíÿÿ ïîëóîêðóæíîñòü ïðè r < 1 ïåðåõîäèò â íèæíþþ ïîëîâèíó ýë-
ëèïñà (3)

1

2

(
z +

1

z

)
−−−−−−−−−→

Ðèñ.5

Âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ïåðåõîäèò â
íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü (ðèñ.6)

1

2

(
z +

1

z

)
−−−−−−−−−→

Ðèñ.6

� Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî íèæíÿÿ ïîëóîêðóæ-
íîñòü ïðè r > 1 ïåðåõîäèò â íèæíþþ ïîëîâèíó ýëëèïñà (3)

5



1

2

(
z +

1

z

)
−−−−−−−−−→

Ðèñ.7

Âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè ïåðåõîäèò â íèæ-
íþþ ïîëóïëîñêîñòü (ðèñ.8)

1

2

(
z +

1

z

)
−−−−−−−−−→

Ðèñ.8

� Íèæíÿÿ ïîëóîêðóæíîñòü ïðè r < 1 ïåðåõîäèò â âåðõíþþ ïîëîâèíó ýë-
ëèïñà (3)
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1

2

(
z +

1

z

)
−−−−−−−−−→

Ðèñ.9

Âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè ïåðåõîäèò â
âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü (ðèñ.6)

1

2

(
z +

1

z

)
−−−−−−−−−→

Ðèñ.10

� Íàéäåì òåïåðü, êóäà ïåðåõîäÿò ëó÷è, âûõîäÿùèå èç òî÷êè z = 0.

Òàêèå ëó÷è èìåþò âèä

z = reiφ, φ = const, r ∈ [ 0 ,+∞)

Ïðè φ = 0 , r ̸= 0 èç ôîðìóë (2) íàõîäèì

u =
1

2

(
r +

1

r

)
, v = 0, r ∈ ( 0 ,+∞)
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C ó÷åòîì íåðàâåíñòâà î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì ãåîìåòðè÷å-
ñêîì ïîëó÷àåì, ÷òî ëó÷ [0,+∞) íà äåéñòâèòåëüíîé îñè ïðè ïðèìåíåíèè
ôóíêöèè Æóêîâñêîãî ïåðåéäåò â ëó÷ [1,+∞) íà äåéñòâèòåëüíîé îñè
(ðèñ.11)

1

2

(
z +

1

z

)
−−−−−−−−−→

Ðèñ.11

Òî÷íî òàê æå, ëó÷ ñ φ = π ïðè ïðèìåíåíèè ôóíêöèè Æóêîâñêîãî ïå-
ðåéäåò â ëó÷ (−∞,−1] íà äåéñòâèòåëüíîé îñè (ðèñ.12)

1

2

(
z +

1

z

)
−−−−−−−−−→

Ðèñ.12

� Ïðè φ =
π

2
, r ̸= 0 èç ôîðìóë (2) íàõîäèì

u = 0, v =
1

2

(
r − 1

r

)
, r ∈ ( 0 ,+∞)
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Òàêèì îáðàçîì, ëó÷ [0,+i∞) íà ìíèìîé îñè ïðè ïðèìåíåíèè ôóíêöèè
Æóêîâñêîãî ïåðåéäåò âî âñþ ìíèìóþ îñü (ðèñ.13)

1

2

(
z +

1

z

)
−−−−−−−−−→

Ðèñ.13

Òî÷íî òàê æå, ëó÷ [0,−i∞) íà ìíèìîé îñè ïðè ïðèìåíåíèè ôóíêöèè
Æóêîâñêîãî ïåðåéäåò âî âñþ ìíèìóþ îñü (ðèñ.14)

1

2

(
z +

1

z

)
−−−−−−−−−→

Ðèñ.14
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� Ïðè φ ̸=
{
0 ;±π

2
; π
}
èç ôîðìóë (2) íàõîäèì

u

cosφ
=

1

2

(
r +

1

r

)
,

v

sinφ
=

1

2

(
r − 1

r

)
,

u2

cos2 φ
− v2

sin2 φ
=

1

4

(
r +

1

r

)2

− 1

4

(
r − 1

r

)2

=
1

4
· 2
r
· 2r = 1,

Òàêèì îáðàçîì, ïðè φ = const ïîëó÷àåì íà ïëîñêîñòè u, v óðàâíåíèå
ãèïåðáîëû

u2

cos2 φ
− v2

sin2 φ
= 1, (4)

Ïîñêîëüêó ïðè èçìåíåíèè r îò 0 äî +∞ çíàê u ñîõðàíÿåòñÿ, à v

èçìåíÿåòñÿ îò −∞ äî +∞ , òî ïðè φ ∈
(
−π

2
,
π

2

)
ëó÷ φ = const

ïåðåõîäèò â ïðàâóþ âåòâü ãèïåðáîëû (4), à ïðè φ ∈
(
π

2
,
3π

2

)
- â å¼

ëåâóþ âåòâü.

Íàïðèìåð,

1

2

(
z +

1

z

)
−−−−−−−−−→

Ðèñ.15

Ïîêàæåì, êàê èñïîëüçóþòñÿ ýòè ñâîéñòâà ïðè ðåøåíèè çàäà÷.
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Çàäà÷à 1 Îòîáðàçèòü êîíôîðìíî íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü îáëàñòü,

èçîáðàæåííóþ íà ðèñ.16

Ðèñ.16

Ðåøåíèå.

Îáëàñòü, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ïåðåâåñòè â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü, ÿâëÿ-
åòñÿ âíåøíîñòüþ êðóãà ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â z = 0 ñ ðàçðåçàìè ïî äåéñòâè-
òåëüíîé îñè, ïîýòîìó óäîáíî ñðàçó æå ïðèìåíèòü ôóíêöèþ Æóêîâñêîãî. Â
òàêîé îáëàñòè ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî áóäåò îäíîëèñòíîé.

Ïðè âûáðàííîì êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè

� âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ïåðåéäåò âî âñþ
âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü;

� âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè ïåðåéäåò âî âñþ
íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü;

� îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1 â öåíòðîì â íóëå ñïðîåêòèðóåòñÿ â îòðåçîê [−1, 1]
(íå âõîäèò â îáðàç);

� ðàçðåç ïî îòðåçêó [1, 2] äåéñòâèòåëüíîé îñè ïåðåéäåò â îòðåçîê [1; 1, 25]
äåéñòâèòåëüíîé îñè (íå âõîäèò â îáðàç);

� ðàçðåç ïî îòðåçêó [−1,−2] äåéñòâèòåëüíîé îñè ïåðåéäåò â îòðåçîê
[−1, 25;−1] äåéñòâèòåëüíîé îñè (íå âõîäèò â îáðàç).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðèìåíåíèè ôóíêöèè Æóêîâñêîãî ïîëó÷àåì
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1

2

(
z +

1

z

)
−−−−−−−−−→

Ðèñ.17

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ äðîáíî-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì, ÷òîáû ïåðåâåñòè
ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [−1, 25; 1, 25] äåéñòâèòåëüíîé îñè â ïëîñ-
êîñòü ñ ðàçðåçîì ïî ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ äåéñòâèòåëüíîé îñè.

Íàïèøåì ôîðìóëó äëÿ êàêîãî-íèáóäü äðîáíî-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ,
ïåðåâîäÿùåãî òî÷êó z = 1, 25 â ∞ , à òî÷êó z = −1, 25 â íóëü.Òàêèì
îòîáðàæåíèåì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå

f(z) =
z + 1, 25

z − 1, 25

Ýòî îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò äåéñòâèòåëüíóþ îñü â äåéñòâèòåëüíóþ îñü, ïðè
ýòîì ðàçðåç, èçîáðàæåííûé â ïðàâîé ÷àñòè ðèñ.17, ïåðåõîäèò â ëó÷ äåéñòâè-
òåëüíîé îñè ñ âåðøèíîé â íóëå. Îäíàêî ñóùåñòâóåò äâà òàêèõ ëó÷à, è ÷òî-
áû ïîíÿòü, â êàêîé èç íèõ ïåðåõîäèò ðàçðåç, íóæíî ïîäñòàâèòü â äðîáíî-
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå êàêóþ-íèáóäü òî÷êó íà ðàçðåçå. Íàïðèìåð, òî÷êà
z = 0 ïðè ýòîì äðîáíî-ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè ïåðåéäåò â −1 . Òàêèì
îáðàçîì, âûáðàííîå äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ïåðåâåäåò ðàçðåç â ëó÷
(−∞, 0] íà äåéñòâèòåëüíîé îñè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âñå-òàêè ïîëó÷èëñÿ ëó÷
[0,+∞) , íóæíî ïðîñòî ïîñòàâèòü ìèíóñ ïåðåä äðîáüþ:

f(z) = − z + 1, 25

z − 1, 25

Ïðèìåíÿÿ ýòî äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ïîëó÷àåì
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− z + 1, 25

z − 1, 25−−−−−−−−−→

Ðèñ.18

Íàêîíåö, ïðèìåíèì ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé âåòâüþ
√
z .

Äëÿ ýòîãî âûáåðåì òàêóþ ðåãóëÿðíóþ âåòâü f(z) , íà êîòîðîé f(1+i·0) = 1 .

√
z−−−→

Ðèñ.19

Ðåøåíèå çàäà÷è 1 çàêîí÷åíî.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ïðåäëàãàåòñÿ Âàì äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.
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Çàäà÷à 2 Îòîáðàçèòü êîíôîðìíî íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü îáëàñòü,

èçîáðàæåííóþ íà ðèñ.20

Ðèñ.20

Çàäà÷à 3 Îòîáðàçèòü êîíôîðìíî íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü îáëàñòü,

èçîáðàæåííóþ íà ðèñ.21

Ðèñ.21

Ðåøåíèå.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âñå ÷àñòè ãðàíèöû çàäàííîé îáëàñòè ðàñïîëîæåíû
íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, à òàêæå íà äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé îñÿõ, ïðè-
ìåíÿòü ôóíêöèþ Æóêîâñêîãî ê òàêîé îáëàñòè íåëüçÿ. Äåëî â òîì, ÷òî â ýòîé
îáëàñòè ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî íåîäíîëèñòíà, ò.ê. îáëàñòü ñîäåðæèò òî÷êè
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z1, z2 (z1 ̸= z2) òàêèå, ÷òî z1 · z2 = 1. Íàïðèìåð,

z1 = 1 + i, z2 =
1

1 + i
=

1− i

2

Ïîïðîáóåì ïðèìåíèòü äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Ïîñêîëüêó íå ñó-
ùåñòâóåò îäíîé òî÷êè, â êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ âñå ïðÿìûå è îêðóæíîñòè,
ñîäåðæàùèå ãðàíèöó îáëàñòè, òî ¾âûïðÿìèòü¿ âñå ÷àñòè ÷àñòè ãðàíèöû ñðà-
çó íå óäàñòñÿ.

Ïðèìåíèì îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ¾âûïðÿìèò¿ âñå ÷àñòè ãðàíèöû çà èñ-
êëþ÷åíèåì ðàçðåçà. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ïåðå-
âîäÿùåå òî÷êó 1 â 0, à òî÷êó −1 â ∞:

f(z) =
z − 1

z + 1

Ïðè ýòîì êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè:

� Äåéñòâèòåëüíàÿ îñü ïåðåéäåò â äåéñòâèòåëüíóþ, ïðè÷åì ïîëóèíòåðâàë
(−1, 1] ïåðåéäåò â ëó÷ (−∞, 0], ïîñêîëüêó òî÷êà 0 ïåðåõîäèò â −1;

� Åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ïåðåéäåò â ïðÿìóþ, òàê êàê ëåæàùàÿ íà íåé
òî÷êà −1 ïåðåéäåò â ∞.

Ïîñêîëüêó åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ïåðåñåêàëà äåéñòâèòåëüíóþ îñü â òî÷-
êå z = 1 ïîä ïðÿìûì óãëîì, òî ïðÿìàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ åå îáðàçîì, òîæå
áóäåò ïåðåñåêàòü äåéñòâèòåëüíóþ îñü â òî÷êå 0 ïîä ïðÿìûì óãëîì.

×òîáû ïîíÿòü, â êàêîé èç ëó÷åé ìíèìîé îñè: [0,+i∞) èëè (−i∞, 0] ïå-
ðåéäåò ïîëóîêðóæíîñòü èç ãðàíèöû îáëàñòè, ïðîâåðèì, êóäà ïåðåéäåò
òî÷êà i

f(i) =
i− 1

i+ 1
= −(1− i)2

2
= −1− 2i− 1

2
= i

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëóîêðóæíîñòü èç ãðàíèöû îáëàñòè ïåðåéäåò â ëó÷
[0,+i∞).

Îáðàç îáëàñòè áóäåò ðàñïîëàãàòüñÿ â I, III è IV ÷åòâåðòÿõ, ÷òî ëåãêî
ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ ñîõðàíåíèå îðèåíòàöèè íà ãðàíèöå. Îáõîä ãðàíèöû
èñõîäíîé îáëàñòè â íàïðàâëåíèè 0 → 1 → i îñòàâëÿåò îáëàñòü ñïðàâà,
ñëåäîâàòåëüíî, îáõîä ãðàíèöû îáðàçà îáëàñòè â íàïðàâëåíèè−1 → 0 → i
òàêæå îñòàâëÿåò îáðàç îáëàñòè ñïðàâà.
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� Ìíèìàÿ îñü ïåðåõîäèò ê îêðóæíîñòü, òàê êàê íà íåé íåò òî÷êè ïåðå-
õîäÿùåé â ∞. Òî÷êè 1 è −1 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ìíèìîé îñè,
çíà÷èò, èõ îáðàçû 0 è ∞ äîëæíû áûòü ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ýòîé
îêðóæíîñòè. Òîãäà îáðàç ìíèìîé îñè � ýòî îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íó-
ëå. ×òîáû îïðåäåëèòü åå ðàäèóñ, çàìåòèì, ÷òî íà íåé áóäåò ëåæàòü îáðàç
òî÷êè −i

f(−i) =
−i− 1

−i+ 1
= −(i+ 1)2

2
= −1 + 2i− 1

2
= −i

Èòàê, ìíèìàÿ îñü ïåðåõîäèò â åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íó-
ëå, à ðàçðåç ïî îòðåçêó [−i, 0] ìíèìîé îñè ïåðåõîäèò â äóãó åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè, ëåæàùóþ â III ÷åòâåðòè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðèìåíåíèè âûáðàííîãî äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ïîëó÷àåì:

z − 1

z + 1−−−−−→

Ðèñ.22

Òåïåðü ïîâåðíåì ïîëó÷èâøèéñÿ óãîë òàê, ÷òîáû îäíà èç åãî ñòîðîí ñîâ-
ïàëà ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ.23.
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z · eiπ−−−−−→

Ðèñ.23

Ïåðåâåäåì óãîë â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü, ïðèìåíèâ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé âåòâüþ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè f(z) = z

2
3 . Ïðè ýòîì

âûáåðåì òàêóþ ðåãóëÿðíóþ âåòâü f(z) , äëÿ êîòîðîé f(1 + i · 0) = 1 .

z
2
3

−−→

Ðèñ.24

Ê òàêèì îáëàñòÿì ìîæíî ïðèìåíÿòü äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ¾ðàñ-
ïðÿìëÿÿ¿ äóãó îêðóæíîñòè, è òîãäà ïîëó÷àåòñÿ ¾ñòîëáèê¿, êîòîðûé ìû
ðàññìàòðèâàëè íà ïðåäûäóùåì ñåìèíàðå. Îäíàêî óäîáíåå âîñïîëüçîâàòüñÿ
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ôóíêöèåé Æóêîâñêîãî. Â òàêîé îáëàñòè ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî áóäåò îäíî-
ëèñòíîé.

Ïðè ïðèìåíåíèè ôóíêöèè Æóêîâñêîãî

� âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ïåðåéäåò âî âñþ
âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü;

� âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ïåðåéäåò âî
âñþ íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü;

� ðàçðåç ïî äóãå åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè îò òî÷êè eiπ/3 äî 1 ñïðîåêòèðóåòñÿ
â îòðåçîê [0, 5; 1] (íå âõîäèò â îáðàç);

� äåéñòâèòåëüíàÿ îñü ïåðåéäåò â îáúåäèíåíèå ëó÷åé (−∞,−1] ∪ [1; +∞)
äåéñòâèòåëüíîé îñè (íå âõîäèò â îáðàç).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðèìåíåíèè ôóíêöèè Æóêîâñêîãî ïîëó÷àåì

1

2

(
z +

1

z

)
−−−−−−−−−→

Ðèñ.25

Ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ äðîáíî-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì, ÷òîáû ïåðåâåñòè
ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç ∞ , â ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì ïî
ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ äåéñòâèòåëüíîé îñè.

18



Íàïèøåì ôîðìóëó äëÿ êàêîãî-íèáóäü äðîáíî-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ,
ïåðåâîäÿùåãî òî÷êó z = 0, 5 â íóëü, à òî÷êó z = −1 â ∞ . Òàêèì
îòîáðàæåíèåì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå

f(z) =
z − 0, 5

z + 1

Ýòî îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò äåéñòâèòåëüíóþ îñü â äåéñòâèòåëüíóþ îñü, ïðè
ýòîì ðàçðåç, èçîáðàæåííûé â ïðàâîé ÷àñòè ðèñ. 25, ïåðåõîäèò â ëó÷ äåé-
ñòâèòåëüíîé îñè ñ âåðøèíîé â íóëå. Îäíàêî ñóùåñòâóþò äâà òàêèõ ëó÷à, è
÷òîáû ïîíÿòü, â êàêîé èç íèõ ïåðåõîäèò ðàçðåç, íóæíî ïîäñòàâèòü â äðîáíî-
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå êàêóþ-íèáóäü òî÷êó íà ðàçðåçå. Íàïðèìåð, òî÷êà
z = ∞ ïðè ýòîì äðîáíî-ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè ïåðåéäåò â 1 . Òàêèì
îáðàçîì, âûáðàííîå äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ïåðåâåäåò ðàçðåç â ëó÷
[0,+∞) . Ïðèìåíÿÿ ýòî äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ïîëó÷àåì

z − 0, 5

z + 1−−−−−−−→

Ðèñ.26

Íàêîíåö, ïðèìåíèì ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé âåòâüþ
√
z .

Äëÿ ýòîãî âûáåðåì òàêóþ ðåãóëÿðíóþ âåòâü f(z) , íà êîòîðîé f(1+i·0) = 1 .
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√
z−−−→

Ðèñ.27

Ðåøåíèå çàäà÷è 3 çàêîí÷åíî.

Ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè Æóêîâñêîãî

Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ òðåáóåòñÿ êîíôîðìíî îòîáðàçèòü îáëàñòü, ãðàíè-
öà êîòîðîé ñîäåðæèò äóãè ýëëèïñîâ èëè âåòâè ãèïåðáîë. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ
èñïîëüçóþò ôóíêöèþ, îáðàòíóþ ê ôóíêöèè Æóêîâñêîãî. Ýòà ôóíêöèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé âåòâüþ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè

f(z) = z +
√

z2 − 1 (5)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî âûäåëèòü ðåãóëÿðíóþ âåòâü ôóíêöèè (5), äîëæ-
íà ñóùåñòâîâàòü õîòÿ áû îäíà êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè 1 è −1, êîòîðàÿ
íå âõîäèò â îòîáðàæàåìóþ îáëàñòü.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì òåõíèêó ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèè (5) íà ïðèìåðå ñëåäó-
þùåé çàäà÷è.

Çàäà÷à 4 Îòîáðàçèòü êîíôîðìíî íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü îáëàñòü,

èçîáðàæåííóþ íà ðèñ.28
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Ðèñ.28

Ðåøåíèå.

Ïîñêîëüêó ãðàíèöà îáëàñòè ñîäåðæèò ýëëèïñ, òî áóäåì ïðèìåíÿòü ôóíê-
öèþ, îáðàòíóþ ê ôóíêöèè Æóêîâñêîãî. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà íóæíî ïðåîáðà-
çîâàòü çàäàííóþ îáëàñòü ê ¾ïðàâèëüíîìó¿ âèäó.

Ïîâåðíåì ýëëèïñ òàê, ÷òîáû åãî áîëüøàÿ ïîëóîñü ïîïàëà íà îñü 0x.

ze−iπ2
−−−−−→

Ðèñ.29

Òåïåðü ðàñòÿíåì ýëëèïñ â α ðàç òàê, ÷òîáû â íåãî ìîãëà ïåðåéòè îêðóæ-
íîñòü ðàäèóñà r ïðè ïðèìåíåíèè ôóíêöèè Æóêîâñêîãî. Äëÿ ýòîãî ðåøèì
ñèñòåìó óðàâíåíèé

1

2

(
r +

1

r

)
= 2α,

1

2

(
r − 1

r

)
= α,

⇔

r = 3α,

1

r
= α,

⇔

α =
1√
3
,

r =
√
3.
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z√
3−−−→

Ðèñ.30

Íàêîíåö, ïðèìåíèì ôóíêöèþ f(z), îáðàòíóþ ê ôóíêöèè Æóêîâñêîãî,

çàäàííóþ ôîðìóëîé (5) è óñëîâèåì f

(
2√
3

)
=

√
3 äëÿ âûäåëåíèÿ ðåãóëÿðíîé

âåòâè.
Ïðè ïðèìåíåíèè ôóíêöèè, îáðàòíîé ê ôóíêöèè Æóêîâñêîãî,

� ýëëèïñ ïåðåéäåò â îêðóæíîñòü ðàäèóñà
√
3 ñ öåíòðîì â íóëå;

� ðàçðåç íà âåùåñòâåííîé îñè

[
2√
3
,
√
3

]
ïåðåéäåò â ðàçðåç

[√
3 ,

√
3+

√
2
]

íà âåùåñòâåííîé îñè;

� âíåøíîñòü ýëëèïñà ïåðåéäåò âî âíåøíîñòü êðóãà ðàäèóñà
√
3 ñ öåíòðîì

â íóëå.

f(z)
−−−−→

Ðèñ.31
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Ñîæìåì îêðóæíîñòü â
√
3 ðàç, ÷òîáû îíà ïðåâðàòèëàñü â åäèíè÷íóþ

îêðóæíîñòü.

z√
3−−−→

Ðèñ.32

Ê òàêîé îáëàñòè óäîáíî ïðèìåíèòü ôóíêöèþ Æóêîâñêîãî, â ðåçóëüòàòå
÷åãî

� âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ïåðåéäåò âî âñþ
âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü;

� âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ïåðåéäåò âî
âñþ íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü;

� åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ñïðîåêòèðóåòñÿ â îòðåçîê [−1; 1] (íå âõîäèò â
îáðàç);

� ðàçðåç

[
1, 1 +

√
2

3

]
íà äåéñòâèòåëüíîé îñè ïåðåéäåò â ðàçðåç [1, a], ãäå

a =
1

2

(
1 +

√
2

3
+

1

1 +
√

2
3

)

íà äåéñòâèòåëüíîé îñè (íå âõîäèò â îáðàç).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðèìåíåíèè ôóíêöèè Æóêîâñêîãî ïîëó÷àåì
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1

2

(
z +

1

z

)
−−−−−−−−−→

Ðèñ.33

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ äðîáíî-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì, ÷òîáû ïåðåâåñòè
ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì [−1, a] íà äåéñòâèòåëüíîé îñè â ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì
ïî ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ äåéñòâèòåëüíîé îñè.

Íàïèøåì ôîðìóëó äëÿ êàêîãî-íèáóäü äðîáíî-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ,
ïåðåâîäÿùåãî òî÷êó z = −1 â ∞ , à òî÷êó z = a â íóëü. Òàêèì îòîá-
ðàæåíèåì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå

f(z) =
z − a

z + 1

Ýòî îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò äåéñòâèòåëüíóþ îñü â äåéñòâèòåëüíóþ îñü, ïðè
ýòîì ðàçðåç[−1, a] ïåðåõîäèò â ëó÷ äåéñòâèòåëüíîé îñè ñ âåðøèíîé â íóëå.
Îäíàêî ñóùåñòâóþò äâà òàêèõ ëó÷à, è ÷òîáû ïîíÿòü, â êàêîé èç íèõ ïåðåõî-
äèò ðàçðåç, íóæíî ïîäñòàâèòü â äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå êàêóþ-íèáóäü
òî÷êó íà ðàçðåçå. Íàïðèìåð, òî÷êà z = 0 ïðè ýòîì äðîáíî-ëèíåéíîì îòîá-
ðàæåíèè ïåðåéäåò â −a . Òàêèì îáðàçîì, âûáðàííîå äðîáíî-ëèíåéíîå îòîá-
ðàæåíèå ïåðåâåäåò ðàçðåç â ëó÷ (−∞, 0] . Çíà÷èò, íóæíî âçÿòü ôóíêöèþ

f(z) = − z − a

z + 1

Ïðèìåíÿÿ ýòî äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ïîëó÷àåì
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− z − a

z + 1−−−−−−−→

Ðèñ.34

Íàêîíåö, ïðèìåíèì ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé âåòâüþ
√
z .

Äëÿ ýòîãî âûáåðåì òàêóþ ðåãóëÿðíóþ âåòâü f(z) , íà êîòîðîé f(1+i·0) = 1 .

√
z−−−→

Ðèñ.35

Ðåøåíèå çàäà÷è 4 çàêîí÷åíî.
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Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ïðåäëàãàåòñÿ Âàì äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 5 Îòîáðàçèòü êîíôîðìíî íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü îáëàñòü,

èçîáðàæåííóþ íà ðèñ.36

Ðèñ.36

Ýêñïîíåíòà

Â ðÿäå çàäà÷ êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü ê îáëà-
ñòÿì â âèäå ïîëîñû èëè ïîëóïîëîñû.

Â ýòîì ñëó÷àå óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ýêñïîíåíòîé

f(z) = ez

Ïîñêîëüêó z = x+ iy, òî

f(z) = ez = ex · eiy = ex(cos y + i sin y)

Òàêèì îáðàçîì,
|f(z)| = ex, arg f(z) = y

Óòâåðæäåíèå 2. Ýêñïîíåíòà êîíôîðìíà â ëþáîé îáëàñòè ðàñøèðåííîé êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò òî÷åê z1, z2 (z1 ̸= z2) òàêèõ, ÷òî
z1 = z2 + 2πni c êàêèì-ëèáî n ∈ Z.

26



Ïîêàæåì, êóäà ýêñïîíåíòà ïåðåâîäèò íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ â
çàäà÷àõ ëèíèè è îáëàñòè.

� Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ äåéñòâèòåëüíîé îñè,

z = x+ ia, a = const, x ∈ (−∞,+∞),

ïåðåéäåò â ëó÷

z = reia a = const, r ∈ [0,+∞),

ñîñòàâëÿþùèé óãîë a ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì äåéñòâèòåëüíîé
îñè è íà÷àëîì â òî÷êå z = 0 (ðèñ.37).

ez−−→

Ðèñ.37

� Ïîëîñà øèðèíîé π, ïàðàëëåëüíàÿ äåéñòâèòåëüíîé îñè,

z = x+ iy, x ∈ (−∞,+∞), y =∈ (0, π),

ïåðåéäåò â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü (ðèñ.38).
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ez−−→

Ðèñ.38

� Ïîëîñà øèðèíîé 2π, ïàðàëëåëüíàÿ äåéñòâèòåëüíîé îñè,

z = x+ iy, x ∈ (−∞,+∞), y ∈ (0, 2π),

ïåðåéäåò â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì ïî ïîëîæèòåëüíîìó íà-
ïðàâëåíèþ äåéñòâèòåëüíîé îñè (ðèñ.39).

ez−−→

Ðèñ.39

� Îòðåçîê, ïàðàëëåëüíûé ìíèìîé îñè,

z = a+ iy, a = const, y ∈ [0, b], 0 < b < 2π
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ïåðåéäåò â äóãó îêðóæíîñòè ðàäèóñà ea

f(z) = ea · eiφ a = const, φ ∈ [0, b]

ez−−→

Ðèñ.40

� Ïîëóïîëîñà øèðèíîé π, ïàðàëëåëüíàÿ äåéñòâèòåëüíîé îñè,

z = x+ iy, x ∈ (0,+∞), y =∈ (0, π),

ïåðåéäåò âî âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè
(ðèñ.41).

ez−−→

Ðèñ.41

Ïîêàæåì òåïåðü, êàê èñïîëüçóåòñÿ ýêñïîíåíòà ïðè ðåøåíèè çàäà÷.
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Çàäà÷à 6 Îòîáðàçèòü êîíôîðìíî íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü îáëàñòü,

èçîáðàæåííóþ íà ðèñ.42

Ðèñ.42

Ðåøåíèå.

Ïîñêîëüêó ãðàíèöà îáëàñòè ñîñòîèò èç ëó÷åé, äóã îêðóæíîñòåé è îòðåçêà,
ïðè÷åì âñå ïðÿìûå è îêðóæíîñòè, íà êîòîðûõ ðàñïîëàãàåòñÿ ãðàíèöà, ïåðåñå-
êàþòñÿ â íóëå, òî ïðèìåíèì äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ïåðåâåäåò
íóëü â ∞

f(z) =
1

z

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ýòîãî äðîáíî-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ

� äåéñòâèòåëüíàÿ îñü ïåðåéäåò â ñåáÿ, ïðè÷åì ëó÷ [1,+∞ ïåðåéäåò â îò-
ðåçîê [0, 1], à ëó÷ (−∞,−1] � â îòðåçîê [−1, 0], òî÷êè 1 è −1 îñòàíóòñÿ
íåïîäâèæíûìè;

� ìíèìàÿ îñü ïåðåéäåò â ñåáÿ, ïðè÷åì ðàçðåç [0, i] ïåðåéäåò â [−i, 0];

� äóãè îêðóæíîñòåé ïåðåéäóò â ëó÷è (îíè ñîäåðæàò òî÷êó 0, êîòîðàÿ ïå-
ðåõîäèò â ∞). Ýòè ëó÷è ïåðïåíäèêóëÿðíû äåéñòâèòåëüíîé îñè â ñèëó
ñâîéñòâà ñîõðàíåíèÿ óãëîâ ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè.
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1

z−−→

Ðèñ.43

Ïîñêîëüêó ìû ïîëó÷èëè ïîëîâèíó ïîëîñû, òî äàëåå áóäåì ïðèìåíÿòü ýêñ-
ïîíåíòó. Îäíàêî äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâàòü ïîëóïîëîñó ê íóæíîìó
âèäó. Ñíà÷àëà ïîâåðíåì åå íà 90◦ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ÷òîáû ïîëîñà ñòàëà
ãîðèçîíòàëüíîé.

zei
π
2

−−−−→

Ðèñ.44

Ïîäíèìåì ïîëóïîëîñó òàê, ÷òîáû åå íèæíèé êðàé îêàçàëñÿ íà äåéñòâè-
òåëüíîé îñè
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z + i−−−−→

Ðèñ.45

Çàòåì ðàñòÿíåì ïîëóïîëîñó äî øèðèíû π

πz

2−−−→

Ðèñ.46

Òåïåðü ïîëóïîëîñà ïðèíÿëà òàêîé âèä, ÷òî ìîæíî ïðèìåíèòü ýêñïîíåíòó.
Â ðåçóëüòàòå

� ïîëóïîëîñà ïåðåéäåò âî âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà â âåðõíåé ïîëó-
ïëîñêîñòè;

� ðàçðåç ïåðåéäåò â ïîëóèíòåðâàë [ia,+i∞) íà ìíèìîé îñè, ãäå a = e
π
2 .
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ez−−→

Ðèñ.47

Ê òàêîé îáëàñòè óäîáíî ïðèìåíèòü ôóíêöèþ Æóêîâñêîãî, â ðåçóëüòàòå
÷åãî

� âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ïåðåéäåò âî âñþ
âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü;

� åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ñïðîåêòèðóåòñÿ â îòðåçîê [−1; 1] ;

� ëó÷è (−∞,−1] è [1; +∞) äåéñòâèòåëüíîé îñè ïåðåéäóò â ñåáÿ;

� ðàçðåç [ia,+i∞) íà ìíèìîé îñè ïåðåéäåò â ðàçðåç [ib,+i∞), ãäå

ib =
1

2

(
ie

π
2 +

1

ie
π
2

)
=

i

2

(
e

π
2 − e−

π
2

)
= i sh

π

2

íà ìíèìîé îñè (íå âõîäèò â îáðàç).

è ìû ïîëó÷àåì óæå çíàêîìûé íàì ¾ñòîëáèê¿
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1

2

(
z +

1

z

)
−−−−−−−−−→

Ðèñ.48

Ïîýòîìó ïðèìåíÿåì ôóíêöèþ f(z) = z2

z2−−→

Ðèñ.49

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ äðîáíî-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ïåðåâåäåì ïëîñêîñòü ñ
ðàçðåçàìè [−b2, 0], ïðîõîäÿùèì ÷åðåç ∞), íà äåéñòâèòåëüíîé îñè â ïëîñêîñòü
ñ ðàçðåçîì ïî ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ äåéñòâèòåëüíîé îñè.

Íàïèøåì ôîðìóëó äëÿ êàêîãî-íèáóäü äðîáíî-ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ,
ïåðåâîäÿùåãî òî÷êó z = 0 â ñåáÿ, à òî÷êó z = −b2 â ∞. Òàêèì îòîá-
ðàæåíèåì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå

f(z) =
z

z + b2
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Ýòî îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò äåéñòâèòåëüíóþ îñü â äåéñòâèòåëüíóþ îñü, ïðè-
÷åì ðàçðåç, èçîáðàæåííûé â ïðàâîé ÷àñòè ðèñ.49, ïåðåõîäèò â ëó÷ äåé-
ñòâèòåëüíîé îñè ñ âåðøèíîé â íóëå. Ïîñêîëüêó ñóùåñòâóþò äâà òàêèõ ëó-
÷à, òî, ÷òîáû ïîíÿòü, â êàêîé èç íèõ ïåðåõîäèò ðàçðåç, íóæíî ïîäñòàâèì
â äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå êàêóþ-íèáóäü òî÷êó íà ðàçðåçå. Íàïðèìåð,
òî÷êà z = ∞ ïðè ýòîì äðîáíî-ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè ïåðåéäåò â 1 . Òà-
êèì îáðàçîì, âûáðàííîå äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ïåðåâåäåò ðàçðåç â
ëó÷ [0,+∞) .

Ïðèìåíÿÿ ýòî äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ïîëó÷àåì

z

z + b2−−−−−→

Ðèñ.50

Íàêîíåö, ïðèìåíèì ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé âåòâüþ
f(z) =

√
z ñ óñëîâèåì f(1 + i · 0) = 1 .

√
z−−−→

Ðèñ.51
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Ðåøåíèå çàäà÷è 6 çàêîí÷åíî.
Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ïðåäëàãàåòñÿ Âàì äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 7 Îòîáðàçèòü êîíôîðìíî íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü îáëàñòü,

èçîáðàæåííóþ íà ðèñ.52

Ðèñ.52

Çàìå÷àíèå 2. Â ðÿäå êíèã è ïîñîáèé ïî ÒÔÊÏ äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíôîðìíûõ
îòîáðàæåíèé èñïîëüçóþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè
êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà. Ìû ýòè îòîáðàæåíèÿ íå ðàññìàòðèâàåì, ïîñêîëüêó
êàæäàÿ èç ïåðå÷èñëåííûõ ôóíêöèé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóïåð-
ïîçèöèè ýêñïîíåíòû, ïîâîðîòà è ôóíêöèè Æóêîâñêîãî.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè çàïèñàòü ôîðìóëó äëÿ ôóíêöèè cos z â âèäå

cos z =
1

2

(
eiz +

1

eiz

)
,

òî ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïî-
çèöèåé ïîâîðîòà íà 90◦, ýêñïîíåíòû è ôóíêöèè Æóêîâñêîãî.

Íà ýòîì ìû çàâåðøàåì ñåãîäíÿøíåå äèñòàíöèîííîå çàíÿòèå. Íà ñëåäóþ-
ùåì âåáèíàðå ìû ïðîäîëæèì èçó÷åíèå òåìû ¾Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ¿.
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Cïàñèáî çà âíèìàíèå.
Íå áîëåéòå!
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