
Ýëåìåíòû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè

Ñàìàðîâà Ñ.Ñ.

Ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ äèñòàíöèîííûõ çàíÿòèé ïî äèñöèïëèíå
¾Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿

1 êóðñ

Ïîñîáèå ïîñâÿùåíî èçó÷åíèþ ïëîñêèõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ. Ââî-
äÿòñÿ ïîíÿòèÿ êàñàòåëüíîé ê êðèâîé, íîðìàëè è áèíîðìàëè. Ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ìåòîäû ðåøåíèÿ òèïîâûõ ïðèìåðîâ è çàäà÷ íà âû÷èñëåíèå êðèâèçíû
êðèâûõ, ïîñòðîåíèå ñïðÿìëÿþùåé, íîðìàëüíîé è ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêî-
ñòåé ê êðèâûì.

Íàïîìíèì íóæíûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ.

Êðèâàÿ â ïðîñòðàíñòâå è íà ïëîñêîñòè

¾Ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé¿ γ(t) ¾ñ ïàðàìåòðèçàöèåé¿ t áóäåì ñ÷èòàòü
ìíîæåñòâî òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå

γ(t) =
{(

x(t); y(t); z(t)
)
, t ∈ [a, b]

}
,

êîîðäèíàòû x(t), y(t), z(t) êîòîðûõ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà îò-
ðåçêå [a, b] è óäîâëåòâîðÿþò äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ t ∈ [a, b] óñëîâèþ(

dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

+

(
dz

dt

)2

̸= 0.

Ïîíÿòèå ¾Ïëîñêàÿ êðèâàÿ¿ γ(t) ¾ñ ïàðàìåòðèçàöèåé¿ t ÿâëÿåòñÿ àíà-
ëîãè÷íûì.
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Êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé. Íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð êðèâîé

Âåêòîð (
dx

dt
;
dy

dt
;
dz

dt

)
íàçûâàþò êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê êðèâîé â òî÷êå

(
x(t); y(t); z(t)

)
, à ïðÿ-

ìóþ ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì(
dx

dt
;
dy

dt
;
dz

dt

)
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó

(
x(t); y(t); z(t)

)
, íàçûâàþò êàñàòåëüíîé ê êðèâîé

â ýòîé òî÷êå.
Êàæäóþ êðèâóþ ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.
Ïîñêîëüêó êàæäàÿ òî÷êà êðèâîé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äëèíîé êðèâîé

îò åå íà÷àëà äî âûáðàííîé òî÷êè, òî äëèíà êðèâîé îò åå íà÷àëà äî êîíêðåòíîé
òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðèçàöèåé êðèâîé. Òàêóþ ïàðàìåòðèçàöèþ íàçûâàþò
íàòóðàëüíîé, à ñàì íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð îáû÷íî îáîçíà÷àþò áóêâîé s.

Íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð s ñâÿçàí ñ èñõîäíûì ïàðàìåòðîì t ôîðìóëîé

ds

dt
=

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

+

(
dz

dt

)2

(1)

äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ëåêöèîííûì ìàòåðèàëîì.
Åñëè èñõîäíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíîé, òî èç ôîð-

ìóëû (1) ïîëó÷àåì√(
dx

ds

)2

+

(
dy

ds

)2

+

(
dz

ds

)2

=
ds

ds
= 1

Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîé òî÷êå êðèâîé ñ íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé
äëèíà êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ðàâíà åäèíèöå.

Åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü τ⃗ :

τ⃗ =

(
dx

ds
;
dy

ds
;
dz

ds

)

2



Ãëàâíûé íîðìàëüíûé âåêòîð. Áèíîðìàëüíûé âåêòîð. Êðèâèçíà

êðèâîé

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî êðèâàÿ ñ íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé

γ(s) =
{(

x(s); y(s); z(s)
)
, s ∈ [0, l]

}
ÿâëÿåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé.

Ïîñêîëüêó â êàæäîé òî÷êå êðèâîé êàñàòåëüíûé âåêòîð τ⃗ èìååò äëèíó
1, ò.å.

(τ⃗ , τ⃗) = 1 ,

òî, äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ïî s, ïîëó÷àåì

d

ds
(τ⃗ , τ⃗) =

(
dτ⃗

ds
, τ⃗

)
+

(
τ⃗ ,

dτ⃗

ds

)
= 2

(
dτ⃗

ds
, τ⃗

)
= 0

Ñëåäîâàòåëüíî, â êàæäîé òî÷êå êðèâîé âåêòîð

dτ⃗

ds
(2)

ïåðïåíäèêóëÿðåí êàñàòåëüíîìó âåêòîðó τ⃗ .

� Äëèíó âåêòîðà (2) íàçûâàþò êðèâèçíîé êðèâîé â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå
è îáîçíà÷àþò

k =

∣∣∣∣ dτ⃗ds
∣∣∣∣

Ôèçè÷åñêèì ñìûñëîì êðèâèçíû ÿâëÿåòñÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ êà-
ñàòåëüíîãî âåêòîðà τ⃗ .

� Â ñëó÷àå, êîãäà k ̸= 0, åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè âåêòîðà (2) íà-
çûâàþò ãëàâíûì íîðìàëüíûì âåêòîðîì êðèâîé â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå
è îáîçíà÷àþò

ν⃗ =
1

k
· dτ⃗
ds

� Ïðÿìóþ ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ν⃗, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó(
x(t); y(t); z(t)

)
êðèâîé, íàçûâàþò ãëàâíîé íîðìàëüþ ê êðèâîé â ýòîé

òî÷êå.
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� Âåëè÷èíó

R =
1

k

íàçûâàþò ðàäèóñîì êðèâèçíû êðèâîé â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå.

� Òî÷êó 0, ðàñïîëîæåííóþ íà ãëàâíîé íîðìàëè íà ðàññòîÿíèè ðàäèóñà
êðèâèçíû R îò ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè êðèâîé â íàïðàâëåíèè ãëàâíîãî
íîðìàëüíîãî âåêòîðà ν⃗ , íàçûâàþò öåíòðîì êðèâèçíû (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1

0

� Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå [τ⃗ , ν⃗] íàçûâàþò áèíîðìàëüíûì âåêòîðîì êðè-
âîé â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå è îáîçíà÷àþò

β⃗ = [τ⃗ , ν⃗]

� Ïðÿìóþ ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì β⃗, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó(
x(t); y(t); z(t)

)
êðèâîé, íàçûâàþò áèíîðìàëüþ ê êðèâîé â ýòîé òî÷-

êå.

Ñîïðèêàñàþùàÿñÿ, íîðìàëüíàÿ è ñïðÿìëÿþùàÿ ïëîñêîñòè.

Ñîïðîâîæäàþùèé òðåõãðàííèê Ôðåíå

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå äëÿ êàæäîé òî÷êè êðèâîé ïîñòðîåíû òðè âçàèìíî
îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðà åäèíè÷íîé äëèíû τ⃗ , ν⃗, β⃗.

� Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó êðèâîé ïàðàëëåëüíî âåêòîðàì τ⃗ è
ν⃗, íàçûâàþò ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòüþ (ðèñ. 2)
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Ðèñ. 2

� Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó êðèâîé ïàðàëëåëüíî âåêòîðàì ν⃗ è
β⃗, íàçûâàþò íîðìàëüíîé ïëîñêîñòüþ (ðèñ. 2)

� Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó êðèâîé ïàðàëëåëüíî âåêòîðàì τ⃗ è
β⃗, íàçûâàþò ñïðÿìëÿþùåé ïëîñêîñòüþ (ðèñ. 2)

� Îáúåäèíåíèå òðåõ ïëîñêîñòåé, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå 2, íàçûâàþò
ñîïðîâîæäàþùèì òðåõãðàííèêîì Ôðåíå.

Ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷

Îáîçíà÷èì ÷åðåç r⃗(t) ðàäèóñ-âåêòîð, âåäóùèé â òî÷êó êðèâîé ñ êîîðäè-
íàòàìè

(
x(t); y(t); z(t)

)
. Â ñëó÷àå ïëîñêîé êðèâîé ñ÷èòàåì, ÷òî z(t) ≡ 0.

Ñëåäóþùèå ôîðìóëû ïîçâîëÿþò íàõîäèòü êðèâèçíó, êàñàòåëüíûé, íîð-
ìàëüíûé è áèíîðìàëüíûé âåêòîðû äëÿ êðèâîé â ëþáîé ïàðàìåòðèçàöèè.

� Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàñàòåëüíîãî âåêòîðà:

τ⃗ =
r⃗ ′(t)∣∣ r⃗ ′(t)

∣∣ (3)
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� Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ áèíîðìàëüíîãî âåêòîðà:

β⃗ =

[
r⃗ ′(t), r⃗ ′′(t)

]∣∣∣[r⃗ ′(t), r⃗ ′′(t)
]∣∣∣ (4)

� Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ íîðìàëüíîãî âåêòîðà:

ν⃗ =

[[
r⃗ ′(t), r⃗ ′′(t)

]
, r⃗ ′(t)

]
∣∣∣∣[[r⃗ ′(t), r⃗ ′′(t)

]
, r⃗ ′(t)

]∣∣∣∣ (5)

� Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèâèçíû

k =

∣∣∣[r⃗ ′(t), r⃗ ′′(t)
]∣∣∣∣∣r⃗ ′(t)

∣∣3 (6)

Äëÿ ïëîñêîé êðèâîé, ÿâëÿþùåéñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè y = y(x), ôîð-
ìóëà (6) ïðèíèìàåò âèä

k =
|y ′′(x)|(

1 +
(
y′(x)

)2) 3
2

(7)

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

Ðåøèì çàäà÷ó èç ïèñüìåííîé ýêçàìåíàöèîííîé êîíòðîëüíîé ðàáîòû 2018-
2019 ãîäà.

Çàäà÷à 1 Íàéòè ðàäèóñ êðèâèçíû êðèâîé

x(t) = (t+ 1) cos t+ (t+ 2) sin t,

y(t) = (t+ 1) sin t− (t+ 2) cos t,

ïðè t = 0.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì

r⃗(t) =

(t+ 1) cos t+ (t+ 2) sin t
(t+ 1) sin t− (t+ 2) cos t

0


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Òîãäà

r⃗ ′(t) =

cos t− (t+ 1) sin t+ sin t+ (t+ 2) cos t
sin t+ (t+ 1) cos t− cos t+ (t+ 2) sin t

0



r⃗ ′′(t) =

−2 sin t− (t+ 1) cos t+ 2 cos t− (t+ 2) sin t
2 cos t− (t+ 1) sin t+ 2 sin t+ (t+ 2) cos t

0


Ïîäñòàâëÿÿ t = 0, ïîëó÷àåì

r⃗ ′(0) =

3
0
0

 è r⃗ ′′(0) =

1
4
0


Òîãäà [

r⃗ ′(0), r⃗ ′′(0)
]
=

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

3 0 0
1 4 0

∣∣∣∣∣∣ = 12k⃗ =

 0
0
12


Ïî ôîðìóëå (7) íàõîäèì êðèâèçíó ïðè t = 0

k =

∣∣∣[r⃗ ′(0), r⃗ ′′(0)
]∣∣∣∣∣r⃗ ′(0)

∣∣3 =
12

27
=

4

9

Ðàäèóñ êðèâèçíû

R =
1

k
=

9

4

Îòâåò. 2, 25
Ðåøèì çàäà÷ó èç ïèñüìåííîé ýêçàìåíàöèîííîé êîíòðîëüíîé êîíòðîëüíîé

ðàáîòû 2017-2018 ãîäà.

Çàäà÷à 2 Íàéòè êðèâèçíó ïëîñêîé êðèâîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì

3x2y + x3 + y3 − 15 = 0,

â òî÷êå A (1; 2).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì â òî÷êå A (1; 2) ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå
ôóíêöèè y(x), çàäàííîé íåÿâíî óðàâíåíèåì

3x2y + x3 + y3 − 15 = 0 (8)

Ñ ýòîé öåëüþ ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (8) ïî x

6xy + 3x2y′(x) + 3x2 + 3y2y′(x) = 0 (9)

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå (9) x = 1, y = 2, ïîëó÷àåì

12 + 3y′(1) + 3 + 12y′(1) = 0 =⇒ y′(1) = −1

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðàâåíñòâî (9) ïî x

6y + 6xy′(x) + 6xy′(x) + 3x2y′′(x) + 6x+ 6y
(
y′(x)

)2
+ 3y2y′′(x) = 0 (10)

Íàéäåì y′′(1), ïîäñòàâèâ â ðàâåíñòâî (10) x = 1, y = 2, y′(1) = −1,

12− 6− 6 + 3y′′(1) + 6 + 12 + 12y′′(1) = 0 =⇒ y′′(1) = −6

5

Òåïåðü ïî ôîðìóëå (7) âû÷èñëÿåì êðèâèçíó êðèâîé â òî÷êå A (1; 2)

k =
|y ′′(1)|(

1 +
(
y′(1)

)2) 3
2

=

6

5
2
√
2
=

3

5
√
2

Îòâåò.
3

5
√
2

Ðåøèì çàäà÷ó èç ïèñüìåííîé ýêçàìåíàöèîííîé êîíòðîëüíîé ðàáîòû 2013-
2014 ó÷åáíîãî ãîäà.

Çàäà÷à 3 Íàéòè íàèáîëüøåå çíà÷åíèå êðèâèçíû êðèâîé

y = ln chx

Ðåøåíèå.
Íàéäåì ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè y(x)

y′ =
shx

chx
= thx
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y′′ =
1

ch2 x

Ïî ôîðìóëå (7) âû÷èñëÿåì êðèâèçíó êðèâîé

k(x) =
|y ′′(x)|(

1 +
(
y′(x)

)2) 3
2

=

1

ch2 x(
1 + th2 x

) 3
2

=

1

ch2 x(
1 +

sh2 x

ch2 x

) 3
2

=
chx(

ch2 x+ sh2 x
) 3

2

×òîáû îïðåäåëèòü íàèáîëüøåå çíà÷åíèå êðèâèçíû k(x), íàéäåì ïðîèç-
âîäíóþ

k′(x) =
shx

(
ch2 x+ sh2 x

) 3
2 − chx

3

2

(
ch2 x+ sh2 x

) 1
2 4 shx chx(

ch2 x+ sh2 x
)3 =

=
shx ch2 x+ sh3 x− 6 shx ch2 x(

ch2 x+ sh2 x
) 5

2

=
shx (sh2 x− 5 ch2 x)(

ch2 x+ sh2 x
) 5

2

= −shx (4 ch2 x+ 1)(
ch2 x+ sh2 x

) 5
2

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç x = 0 ïðîèçâîäíàÿ k′(x) ìåíÿåò
çíàê ñ ¾+¿ íà ¾−¿ . Ñëåäîâàòåëüíî, êðèâèçíà k(x) äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî
çíà÷åíèÿ ïðè x = 0

kmax = k(0) = 1

Îòâåò. 1

Ðåøèì çàäà÷ó èç ïèñüìåííîé ýêçàìåíàöèîííîé êîíòðîëüíîé ðàáîòû 2016-
2017 ó÷åáíîãî ãîäà.

Çàäà÷à 4 Íàéòè óðàâíåíèå ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè ïðîñòðàíñòâåí-

íîé êðèâîé

Ã = {x = cos3 t, y = sin3 t, z = cos 2t, t ∈ R}

ïðè t =
π

4
.

Ðåøåíèå. Èç îïðåäåëåíèÿ ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè ñëåäóåò, ÷òî ýòà
ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó êðèâîé è ïåðïåíäèêóëÿðíà âåêòîðó
áèíîðìàëè (ñì. ðèñ. 2).
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Îáîçíà÷èì

r⃗(t) =

cos3 t
sin3 t
cos 2t


Òîãäà

r⃗ ′(t) =

−3 cos2 t sin t
3 sin2 t cos t
−2 sin 2t



r⃗ ′′(t) =

6 cos t sin2 t− 3 cos3 t
6 sin t cos2 t− 3 sin3 t

−4 cos 2t


Ïîäñòàâëÿÿ t =

π

4
, ïîëó÷àåì

r⃗ ′
(
π

4

)
=



− 3

2
√
2

3

2
√
2

−2


è r⃗ ′′

(
π

4

)
=



3

2
√
2

3

2
√
2

0


Âû÷èñëèì âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

[
r⃗ ′
(
π

4

)
, r⃗ ′′

(
π

4

)]
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i⃗ j⃗ k⃗

− 3

2
√
2

3

2
√
2

−2

3

2
√
2

3

2
√
2

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

3√
2
i⃗− 3√

2
j⃗ − 9

4
k⃗ =



3√
2

− 3√
2

−9

4


Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (6) áèíîðìàëü êîëëèíåàðíà ýòîìó âåêòîðíîìó
ïðîèçâåäåíèþ, à, çíà÷èò, êîëëèíåàðíà âåêòîðó 2

√
2

−2
√
2

−3


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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè èìååò âèä

2
√
2x− 2

√
2y − 3z +D = 0

Íàéäåì D, ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå ïëîñêîñòè êîîðäèíàòû âåêòîðà r⃗

(
π

4

)
1− 1 +D = 0

Òàêèì îáðàçîì, D = 0, è óðàâíåíèå ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

2
√
2x− 2

√
2y − 3z = 0

Îòâåò. 2
√
2x− 2

√
2y − 3z = 0

Cïàñèáî çà âíèìàíèå.
Íå áîëåéòå!
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