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Ïëàí ëåêöèè

� Óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê äëÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â R2.
Ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòèêè

� Ïðèâåäåíèå óðàâíåíèé â R2 ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ìåòîäîì
õàðàêòåðèñòèê

Óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê äëÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ â R2. Ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòèêè

Îïðåäåëåíèå 1 Ñîñòàâëåííîå ïî óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

A(x, y)uxx + 2B(x, y)uxy + C(x, y)uyy + F (x, y, u, ux, uy) = 0 (1)

îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

A(x, y)dy2 − 2B(x, y)dx dy + C(x, y)dx2 = 0 (2)

íàçûâàþò óðàâíåíèåì õàðàêòåðèñòèê.

Îïðåäåëåíèå 2

Êðèâóþ íà ïëîñêîñòè, çàäàííóþ óðàâíåíèåì

H(x, y) = const,

ãäå ôóíêöèÿ H(x, y) ∈ C2(R2), íàçûâàþò õàðàêòåðèñòèêîé óðàâíåíèÿ (1),
åñëè â êàæäîé òî÷êå (x, y) ýòîé êðèâîé ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

A(x, y)H2
x + 2B(x, y)HxHy + C(x, y)H2

y = 0 (3)
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Ïðèâåäåíèå óðàâíåíèé â R2 ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê

Òåîðåìà 1

(î ïðèâåäåíèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó)

Óðàâíåíèå

A(x, y)uxx + 2B(x, y)uxy + C(x, y)uyy + F (x, y, u, ux, uy) = 0

èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå õàðàê-
òåðèñòèê

A(x, y)dy2 − 2B(x, y)dx dy + C(x, y)dx2 = 0

èìååò äâà íåçàâèñèìûõ äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèÿ

φ(x, y) = const, ψ(x, y) = const.

Ïðè ýòîì çàìåíà ïåðåìåííûõ {
ξ = φ(x, y)

η = ψ(x, y)
(4)

ïðèâîäèò óðàâíåíèå (1) ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

uξη + F3(ξ, η, u, uξ, uη) = 0

Äîêàçàòåëüñòâî
Ñîâåðøèì â óðàâíåíèè (1) îáðàòèìóþ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìóþ çà-

ìåíó ïåðåìåííûõ (4) ñ íåèçâåñòíûìè ïîêà ôóíêöèÿìè φ(x, y) è ψ(x, y). Äëÿ
ýòîãî ïåðåñ÷èòàåì ïðîèçâîäíûå, èñïîëüçóÿ ìíåìîíè÷åñêîå ïðàâèëî.

A(x, y)

2B(x, y)

C(x, y)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ux = uξ ξx + uη ηx

uy = uξ ξy + uη ηy

uxx = uξξ(ξx)
2 + uξη · 2ξxηx + uηη(ηx)

2 + uξ ξxx + uη ηxx

uxy = uξξξxξy + uξη(ξxηy + ξyηx) + uηηηxηy + uξ ξxy + uη ηxy

uyy = uξξ(ξy)
2 + uξη · 2ξyηy + uηη(ηy)

2 + uξ ξyy + uη ηyy

Ïîäñòàâëÿÿ ïîèçâîäíûå â óðàâíåíèå (1), ïîëó÷èì

Ã(x, y)uξξ + 2B̃(x, y)uξη + C̃(x, y)uηη + F̃ (x, y, u, uξ, uη) = 0, (5)
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ãäå

Ã(x, y) = A(x, y) ξ2x + 2B(x, y) ξxξy + C(x, y) ξ2y ;

B̃(x, y) = A(x, y) ξxηx +B(x, y)(ξxηy + ξyηx) + C(x, y) ξyηy; (6)

C̃(x, y) = A(x, y) η2x + 2B(x, y) ηxηy + C(x, y) η2y.

Íàøà öåëü � ïîäîáðàòü ôóíêöèè φ(x, y) è ψ(x, y) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü
ðàâåíñòâà

Ã(x, y) = 0, C̃(x, y) = 0.

Ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòà B̃(x, y) è ôóíêöèè F̃ ñåé÷àñ íàñ íå èíòåðå-
ñóþò, ò.ê. îíè íå âëèÿþò íà òèï óðàâíåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò Ã(x, y) ïðè uξξ áóäåò ðàâåí íóëþ òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà

A(x, y) (ξx)
2 + 2B(x, y)ξxξy + C(x, y) (ξy)

2 = 0

Ïåðåïèøåì ýòî ðàâåíñòâî ÷åðåç ôóíêöèþ φ(x, y)

A(x, y) (φx)
2 + 2B(x, y)φxφy + C(x, y) (φy)

2 = 0 (7)

è çàìåòèì, ÷òî Ã(x, y) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êðèâàÿ

φ
(
x, y

)
= const

ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé.
Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî îáðàòèìûå çàìåíû, òî ëèáî φx ̸= 0,

ëèáî φy ̸= 0.
Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè φy ̸= 0. Ðàçäåëèì ðàâåíñòâî (7) íà (φy)

2

A(x, y)

(
φx

φy

)2

+ 2B(x, y)
φx

φy
+ C(x, y) = 0

A(x, y)

(
−φx

φy

)2

− 2B(x, y)

(
−φx

φy

)
+ C(x, y) = 0 (8)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = y(x), çàäàííóþ íåÿâíî óðàâíåíèåì

φ
(
x, y(x)

)
= const,
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è âñïîìíèì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå ýòà ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà è åå ïðîèç-
âîäíàÿ ðàâíà

dy

dx
= −φx

φy

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

A(x, y)

(
dy

dx

)2

− 2B(x, y)
dy

dx
+ C(x, y) = 0 (9)

Óìíîæèâ (9) íà dx2, ïîëó÷èì óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê (2)

A(x, y)dy2 − 2B(x, y)dx dy + C(x, y)dx2 = 0

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî â ðåçóëüòàòå çàìåíû (4) êîýôôèöèåíò
Ã(x, y) ïðè uξξ áóäåò ðàâåí íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà õàðàêòåðèñòèêà

φ(x, y) = const

çàäàåò íåÿâíî êàêîå-ëèáî ðåøåíèå y(x) óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê (2).
Ðàññóæäàÿ òî÷íî òàê æå, çàêëþ÷àåì, ÷òî è êîýôôèöèåíò C̃(x, y) ïðè uηη

áóäåò ðàâåí íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà õàðàêòåðèñòèêà

ψ(x, y) = const

òàêæå çàäàåò íåÿâíî êàêîå-ëèáî ðåøåíèå y(x) óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê (2).
Îñòàåòñÿ ëèøü çàìåòèòü, ÷òî ýêâèâàëåíòíîå óðàâíåíèþ õàðàêòåðèñòèê

óðàâíåíèå (9) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì îòíîñèòåëüíî dy
dx è èìååò äâà ðàçëè÷íûõ

ðåøåíèÿ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà åãî äèñêðèìèíàíò áîëüøå íóëÿ

D

4
= B2(x, y)− A(x, y)C(x, y) > 0 (10)

Çàïèñûâàÿ òåïåðü ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ
óðàâíåíèÿ (1)

K =

(
A(x, y) B(x, y)
B(x, y) C(x, y)

)
âèäèì, ÷òî óñëîâèå (10) îçíà÷àåò, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû K îòðèöàòåëåí,
à, çíà÷èò, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1 èç ëåêöèè 1 óðàâíåíèå (1) ãèïåðáîëè÷åñêîå.

Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå äâóõ íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé

φ(x, y) = const, ψ(x, y) = const,
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ó óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíå-
íèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï.

Êðîìå òîãî, âûáîð ôóíêöèé φ(x, y) è ψ(x, y) äëÿ çàìåíû ïåðåìåííûõ (4)
äàåò âîçìîæíîñòü çàíóëèòü êîýôôèöèåíòû ïðè uξξ è uηη.

Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò B̃(x, y) ïðè uξη áóäåò íå ðàâåí íóëþ, ïîñêîëüêó
ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ íå ìîæåò ïîíèçèòüñÿ â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííûõ.
Ïîýòîìó, ðàçäåëèâ ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå çàìåíû óðàâíåíèå (5) íà B̃(x, y),
ìû ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêèé âèä óðàâíåíèÿ (1).

■
Çàìå÷àíèå 2

Âèä ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

uξξ − uηη + F2(ξ, η, u, uξ, uη) = 0

òàêæå íàçûâàþò êàíîíè÷åñêèì.

Òåîðåìà 2

(î ïðèâåäåíèè ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó)

Óðàâíåíèå (1)

A(x, y)uxx + 2B(x, y)uxy + C(x, y)uyy + F (x, y, u, ux, uy) = 0

èìååò ïàðàáîëè÷åñêèé òèï òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå õàðàê-
òåðèñòèê (2) èìååò òîëüêî îäíî ðåøåíèå

φ(x, y) = const.

Ïðè ýòîì çàìåíà ïåðåìåííûõ {
ξ = φ(x, y)

η = ψ(x, y)
,

ãäå ψ(x, y) � ëþáàÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, íå çà-
âèñÿùàÿ îò φ(x, y), ïðèâîäèò óðàâíåíèå (1) ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

uηη + F4(ξ, η, u, uξ, uη) = 0
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Äîêàçàòåëüñòâî
Óðàâíåíèå (1) èìååò ïàðàáîëè÷åñêèé òèï òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

detK = A(x, y)C(x, y)−B2(x, y) = 0,

òî åñòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê (9)

A(x, y)

(
dy

dx

)2

− 2B(x, y)
dy

dx
+ C(x, y) = 0

èìååò äèñêðèìèíàíò, ðàâíûé 0, à, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî ðåøåíèå
φ(x, y) = const.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè (1){
ξ = φ(x, y)

η = ψ(x, y)
,

ãäå ψ(x, y) � ëþáàÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò
φ(x, y).

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 ôîðìóëû (6), â
ýòîì ñëó÷àå èìååì

Ã(x, y)uξξ + 2B̃(x, y)uξη + C̃(x, y)uηη + F̃ (x, y, u, uξ, uη) = 0,

ïðè÷åì
Ã(x, y) = 0.

Ïî óòâåðæäåíèþ 2 èç ëåêöèè 1 òèï óðàâíåíèÿ ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ ñîõðà-
íÿåòñÿ. Çíà÷èò,

Ã(x, y)C̃(x, y)−B̃2(x, y) = −B̃2(x, y) = 0 ⇐⇒ A(x, y)C(x, y)−B2(x, y) = 0

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (1) èìååò ïàðàáîëè÷åñêèé òèï òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà B̃(x, y) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïîëó÷àåòñÿ óðàâ-
íåíèå

C̃(x, y)uηη + F̃ (x, y, u, uξ, uη) = 0,

êîýôôèöèåíò êîòîðîãî C̃(x, y) ïðè uηη íå ðàâåí íóëþ, ïîñêîëüêó ïîðÿäîê
óðàâíåíèÿ íå ìîæåò ïîíèçèòüñÿ â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííûõ.

Ðàçäåëèâ óðàâíåíèå íà C̃(x, y), ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêèé âèä óðàâíåíèÿ (1)

uηη + F4(ξ, η, u, uξ, uη) = 0

■

6



Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì ìàòåðèàëîì äëÿ èíòåðå-
ñóþùèõñÿ ÓÌÔ ñòóäåíòîâ è â ëåêöèîííûé ìàòåðèàë, à òàêæå â ýêçàìåíàöè-
îííóþ ïðîãðàììó âõîäèòü íå áóäåò.

Òåîðåìà 3

(î ïðèâåäåíèè ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó)

Óðàâíåíèå (1)

A(x, y)uxx + 2B(x, y)uxy + C(x, y)uyy + F (x, y, u, ux, uy) = 0

èìååò ýëëèïòè÷åñêèé òèï òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå õàðàê-
òåðèñòèê (2) íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé.

Ïðè ýòîì çàìåíà ïåðåìåííûõ{
ξ = φ(x, y)

η = ψ(x, y)
,

ãäå φ(x, y) + iψ(x, y) = const � êîìïëåêñíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ õàðàêòåðè-
ñòèê (2), ïðèâîäèò óðàâíåíèå (1) ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

uξξ + uηη + F1(ξ, η, u, uξ, uη) = 0

Äîêàçàòåëüñòâî
Óðàâíåíèå (1) èìååò ýëëèïòè÷åñêèé òèï òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

detK = A(x, y)C(x, y)−B2(x, y) > 0,

òî åñòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê (9)

A(x, y)

(
dy

dx

)2

− 2B(x, y)
dy

dx
+ C(x, y) = 0

èìååò îòðèöàòåëüíûé äèñêðèìèíàíò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó óðàâíåíèÿ õàðàêòå-
ðèñòèê íåò äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé, íî çàòî åñòü äâà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåí-
íûõ ðåøåíèÿ

H(x, y) = φ(x, y) + iψ(x, y) = const è H(x, y) = φ(x, y)− iψ(x, y) = const

Ïîñêîëüêó H(x, y) � õàðàêòåðèñòèêà, òî äëÿ íåå âûïîëíåíî óðàâíåíèå (7)

A(x, y)H2
x + 2B(x, y)HxHy + C(x, y)H2

y = 0
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Ïîäñòàâèì ñþäà H(x, y) = φ(x, y) + iψ(x, y). Òîãäà

A(x, y)(φx + iψx)
2 + 2B(x, y)(φx + iψx)(φy + iψy) + C(x, y)(φy + iψy)

2 = 0

Ñëåäîâàòåëüíî,(
A(x, y)φ2

x + 2B(x, y)φxφy + C(x, y)φ2
y

)
−

−
(
A(x, y)ψ2

x + 2B(x, y)ψxψy + C(x, y)ψ2
y

)
+

+ 2i
(
A(x, y)φxψx +B(x, y)(ψxφy + φxψy) + C(x, y)φyψy

)
= 0

(11)

Êàê ìû âèäåëè ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ{
ξ = φ(x, y)

η = ψ(x, y)
.

â óðàâíåíèè (1) ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû (5) è (6)

Ã(x, y)uξξ + 2B̃(x, y)uξη + C̃(x, y)uηη + F̃ (x, y, u, uξ, uη) = 0, (12)

ïðè÷åì

Ã(x, y) = A(x, y)φ2
x + 2B(x, y)φxφy + C(x, y)φ2

y;

B̃(x, y) = A(x, y)φxψx +B(x, y)(φxψy + φyψx) + C(x, y)φyψy;

C̃(x, y) = A(x, y)ψ2
x + 2B(x, y)ψxψy + C(x, y)ψ2

y.

Òîãäà ôîðìóëó (11) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Ã(x, y)− C̃(x, y) + 2iB̃(x, y) = 0,

îòêóäà ïîëó÷àåì
Ã(x, y) = C̃(x, y), B̃(x, y) = 0.

Ïîñêîëüêó ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ íå ìîæåò ïîíèçèòü-
ñÿ, òî êîýôôèöèåíòû Ã(x, y) = C̃(x, y) íå ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó, ðàçäåëèâ
óðàâíåíèå (12) íà Ã(x, y), ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêèé âèä óðàâíåíèÿ (1)

uξξ + uηη + F1(ξ, η, u, uξ, uη) = 0

■
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