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Ëåêöèÿ 1

Ïëàí ëåêöèè

� Êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè

� Òåõíèêà çàìåí ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ âòîðîãî ïîðÿäêà â R2

Áîëüøèíñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, âñòðå÷àþùèõñÿ â ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ôèçèêå, îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 2-ãî ïîðÿä-
êà. Êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ óðàâíåíèé è èõ êàíîíè÷åñêèå âèäû è ÿâëÿþòñÿ
òåìîé íàøåé ñåãîäíÿøíåé ëåêöèè.

Çàìå÷àíèå 1. Â êóðñå ÓÌÔ ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà-
÷åíèÿ äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂u

∂x
= ux;

∂2u

∂x2
= uxx;

∂2u

∂x∂y
= uxy è ò.ä.

Ýòè îáîçíà÷åíèÿ çíà÷èòåëüíî ñîêðàùàþò çàïèñü.

Êëàññèôèêàöèÿ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè

ïåðåìåííûìè

Îïðåäåëåíèå 1 Óðàâíåíèå ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè x è y

A(x, y)uxx + 2B(x, y)uxy + C(x, y)uyy + F (x, y, u, ux, uy) = 0, (1)

ãäå êîýôôèöèåíòû A(x, y), B(x, y), C(x, y) ∈ C(R2), à ôóíêöèÿ F íåïðåðûâíà
ïî âñåì ñâîèì ïåðåìåííûì â ñîâîêóïíîñòè, íàçûâàþò ëèíåéíûì îòíîñè-
òåëüíî ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ.
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Îïðåäåëåíèå 2 Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) íàçûâàþò ôóíêöèþ

u(x, y) ∈ C2(R2),

óäîâëåòâîðÿþùóþ ýòîìó óðàâíåíèþ.

Â êàæäîé òî÷êå (x0, y0) ëèíåéíûå îòíîñèòåëüíî ñòàðøèõ ïðîèçâîä-
íûõ óðàâíåíèÿ ïðèíÿòî êëàññèôèöèðîâàòü ïî ÷àñòè, ñîäåðæàùåé ïðîèçâîä-
íûå âòîðîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþò ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ âòîðûõ
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

K =

(
A(x0, y0) B(x0, y0)
B(x0, y0) C(x0, y0)

)

Îïðåäåëåíèå 3

� Óðàâíåíèå (1) èìååò ýëëèïòè÷åñêèé òèï, åñëè ìàòðèöà K ÿâëÿåòñÿ
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé èëè îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé.

� Óðàâíåíèå (1) èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï, åñëè ìàòðèöà K ÿâëÿåòñÿ
íåâûðîæäåííîé è ïðè ýòîì íå ÿâëÿåòñÿ íè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-
íîé, íè îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé.

� Óðàâíåíèå (1) èìååò ïàðàáîëè÷åñêèé òèï, åñëè ìàòðèöà K ÿâëÿåòñÿ
âûðîæäåííîé.

Óòâåðæäåíèå 1 (î êëàññèôèêàöèè â R2 ïî çíàêó äåòåðìèíàíòà)

Òèï óðàâíåíèÿ (1) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ äåòåðìèíàíòîì ìàòðèöû

K =

(
A(x0, y0) B(x0, y0)
B(x0, y0) C(x0, y0)

)
=

(
A B
B C

)
1. Ïðè detK > 0 óðàâíåíèå èìååò ýëëèïòè÷åñêèé òèï;

2. Ïðè detK = 0 óðàâíåíèå èìååò ïàðàáîëè÷åñêèé òèï;

3. Ïðè detK < 0 óðàâíåíèå èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï.
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Äîêàçàòåëüñòâî

1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé detK > 0.

Ïîñêîëüêó ïðè A = 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

detK = AC −B2 = −B2 < 0,

òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå A ̸= 0 .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì Ñèëüâåñòðà ìàòðèöà K ÿâëÿåòñÿ ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∆1 = A > 0; ∆2 = detK > 0

è ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∆1 = A < 0; ∆2 = detK > 0

Òàêèì îáðàçîì, ïðè detK > 0 óðàâíåíèå (1) èìååò ýëëèïòè÷åñêèé òèï.

2. Ïðè detK = 0 ìàòðèöà K ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé è óðàâíåíèå (1)
èìååò ïàðàáîëè÷åñêèé òèï.

3. Ïðè detK < 0 ìàòðèöà K ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé è íå ÿâëÿåòñÿ íè
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, íè îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (1) èìååò ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï.

■
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ìû ïðèíèìàåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Óòâåðæäåíèå 2

(î ñîõðàíåíèè òèïà óðàâíåíèÿ ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ)

Òèï óðàâíåíèÿ íå èçìåíÿåòñÿ ïðè îáðàòèìîé äâàæäû äèôôåðåíöèðóå-
ìîé çàìåíå ïåðåìåííûõ.

Êàê ìû óâèäèì äàëåå, òèï óðàâíåíèÿ îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå
íà ñâîéñòâà åãî ðåøåíèé.
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Òåõíèêà çàìåí ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ âòîðîãî

ïîðÿäêà â R2

Ìåòîäîì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè óðàâíåíèå (1) ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó,
ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùàÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ îáðàòèìàÿ çà-
ìåíà ïåðåìåííûõ {

ξ = φ(x, y)

η = ψ(x, y)

Ïîñêîëüêó ïðè ïðîâåäåíèè çàìåí ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ 2 ïîðÿäêà
ïðèõîäèòñÿ ïðåîáðàçîâûâàòü ê íîâûì ïåðåìåííûì ξ, η âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå èñêîìîé ôóíêöèè u(x, y), òî ýòî òðåáóåò áîëüøèõ âû÷èñëåíèé. Óïðî-
ñòèòü è ñîêðàòèòü ýòîò ïðîöåññ ïîìîãàåò ñëåäóþùåå ìíåìîíè÷åñêîå ïðàâèëî
âû÷èñëåíèÿ âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ìíåìîíè÷åñêîå ïðàâèëî

Ïóñòü u = u(ξ(x, y), η(x, y)). Òîãäà

ux = uξ ξx + uη ηx

uy = uξ ξy + uη ηy

uxx = uξξ(ξx)
2 + uξη · 2ξxηx + uηη(ηx)

2 + uξ ξxx + uη ηxx

uxy = uξξ ξxξy + uξη(ξxηy + ξyηx) + uηηηxηy + uξ ξxy + uη ηxy

uyy = uξξ(ξy)
2 + uξη · 2ξyηy + uηη(ηy)

2 + uξ ξyy + uη ηyy

Äîêàçàòåëüñòâî
Ôîðìóëû äëÿ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ux è uy ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôîðìóëû

äëÿ ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè è áûëè äîêàçàíû â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî àíàëèçà.

Äîêàæåì ôîðìóëó äëÿ uxx. Äâå äðóãèå ôîðìóëû äîêàçûâàþòñÿ àíàëî-
ãè÷íî.

uxx = (ux)x = (uξ ξx + uη ηx)x = (uξ)x ξx + uξξxx + (uη)x ηx + uηηxx =

= (uξξ ξx + uξη ηx) ξx + uξξxx + (uηξ ξx + uηη ηx) ηx + uηηxx =

= uξξ (ξx)
2 + uξη · 2ξxηx + uηη (ηx)

2 + uξ ξxx + uη ηxx

■
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Ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìóëû äëÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïåðåìåííûì x
è y ëåãêî çàïîìèíàþòñÿ, ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû ïðè âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ
ïî ξ è ïî η â ôîðìóëå äëÿ uxx òàêèå æå, êàê ïðè âîçâåäåíèè â êâàäðàò ïðàâîé
÷àñòè ôîðìóëû äëÿ ux c çàìåíîé (uξ)

2 íà uξξ è ò.ä. Îñòàâøèåñÿ äâà ñëàãàå-
ìûõ ïîëó÷àþòñÿ, åñëè â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû äëÿ ux ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü
êîýôôèöèåíòû ïðè uξ è uη ïî x.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëàãàåìûõ ñî âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè ïî ξ è ïî η â ôîð-
ìóëå äëÿ uxy íóæíî ìûñëåííî ïåðåìíîæèòü ïðàâûå ÷àñòè ôîðìóë äëÿ ux è
uy c çàìåíîé (uξ)

2 íà uξξ è ò.ä. Îñòàâøèåñÿ äâà ñëàãàåìûõ ïîëó÷àþòñÿ, åñëè
â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû äëÿ ux ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü êîýôôèöèåíòû ïðè
uξ è uη ïî y.

Ïðèìåð 1

Â óðàâíåíèè

x2uxx − 4xy uxy + 3y2uyy + 6y uy = 0

òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü çàìåíó ïåðåìåííûõ{
ξ = x3y

η = xy

Ðåøåíèå
Çàïèøåì ôîðìóëû äëÿ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ, ñðàçó ïîäñòàâëÿÿ â íèõ ðå-

çóëüòàòû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ ξ è η ïî x è y

ux = uξ · 3x2y + uη · y
uy = uξ · x3 + uη · x

Òåïåðü çàïèøåì âòîðûå ïîèçâîäíûå, èñïîëüçóÿ ìíåìîíè÷åñêîå ïðàâèëî

uxx = uξξ · 9x4y2 + uξη · 6x2y2 + uηη · y2 + uξ · 6xy
uxy = uξξ · 3x5y + uξη · (3x3y + x3y) + uηη · xy + uξ · 3x2 + uη

uyy = uξξ · x6 + uξη · 2x4 + uηη · x2

Äîïèøåì ñëåâà îò êàæäîé ôîðìóëû êîýôôèöèåíò, íà êîòîðûé åå íóæíî
óìíîæèòü â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì.
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0

6y

x2

−4xy

3y2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ux = uξ · 3x2y + uη · y
uy = uξ · x3 + uη · x
uxx = uξξ · 9x4y2 + uξη · 6x2y2 + uηη · y2 + uξ · 6xy
uxy = uξξ · 3x5y + uξη · (3x3y + x3y) + uηη · xy + uξ · 3x2 + uη

uyy = uξξ · x6 + uξη · 2x4 + uηη · x2

Áóäåì ïðåîáðàçîâûâàòü óðàâíåíèå, ñðàçó ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû

uξξ(9x
6y2 − 12x6y2 + 3x6y2) + uξη(6x

4y2 − 16x4y2 + 6x4y2)+

+uηη(x
2y2 − 4x2y2 + 3x2y2) + uξ(6x

3y + 6x3y − 12x3y) + uη(6xy − 4xy) = 0

Äàëåå ïîëó÷àåì
−4x4y2uξη + 2xyuη = 0

−2x3yuξη + uη = 0

2ξuξη − uη = 0

Îòâåò. 2ξuξη − uη = 0.
Êàê âèäíî èç ðàçîáðàííîãî ïðèìåðà, óäà÷íàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ ìîæåò

ðåçêî óïðîñòèòü óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïðèâåäÿ åãî ê êàíîíè÷å-
ñêîìó âèäó

uξη −
1

2ξ
uη = 0

Ïîèñê òàêèõ çàìåí ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ öåëüþ ñëåäóþùåãî ïîäðàçäåëà.
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