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1. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

1.1 Дифференциальные уравнения 1-го порядка 

1.1.1 Понятие дифференциального уравнения. Порядок уравнения 

• Пусть x  − независимая переменная, ( )y y x=  − искомая неизвестная 

функция. Дифференциальным уравнением называют уравнение, содержащие 

производную или производные неизвестной функции. 

• Порядком дифференциального уравнения называют порядок стар-

шей производной неизвестной функции, входящей в это уравнение. 

1.1.2 Дифференциальное уравнение 1-го порядка, разрешенное  

относительно производной. Постановка задачи Коши 

• Уравнения вида  

( , , ') 0f x y y =  

называют дифференциальными уравнениями 1-го порядка. 

• Уравнения вида  

' ( , )y f x y=  

называют дифференциальными уравнениями 1-го порядка, разрешенными 

относительно производной. 

• Задачей Коши для дифференциального уравнения 1-го порядка, 

разрешенного относительно производной, называют задачу об отыскании 

решения уравнения, удовлетворяющего начальному условию: 

0 0

' ( , ),

( ) .

y f x y

y x x y

=


= =
 

1.1.3 Дифференциальные уравнения 1-го порядка с разделяющимися  

переменными. Схема решения 

Дифференциальные уравнения вида  
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)()( ygxfy =  

называют уравнениями с разделяющимися переменными.  

Решение уравнений с разделяющимися переменными осуществляется по 

следующей схеме: 

( ) ( )
dy

f x g y
dx

=     dxxf
yg

dy
)(

)(
=     = dxxf

yg

dy
)(

)(
. 

Пример 1. Предприятие инвестирует в новое производство денежные 

средства, причем инвестиции уменьшаются  со скоростью, прямо пропорци-

ональной инвестируемым в данный момент времени средствам с коэффици-

ентом  пропорциональности 0,08. Найти закон изменения инвестиций со вре-

менем и объем инвестиций за  4 года, если в начальный момент времени ин-

вестиции составили 1000 денежных единиц. 

Решение. Пусть объем инвестируемых средств  s = s(t), где t – время. По 

условию задачи объем инвестируемых средств является решением следую-

щей задачи Коши: 

0,08 ,

( 0) 1000.

ds
st

dt
s t







= −

= =

 

Решим сначала уравнение   

0,08
ds

st
dt

= − , 

которое является уравнением с разделяющимися переменными: 

2

2 20,04 ln 0,04

0,08 ln 0,04 ln

t c t

ds
tdt s t c

s

s s c ee
−  + − 

= −   = −  + 

=  = 

 
. 

Итак, общее решение дифференциального уравнения  

0,08
ds

st
dt

= −  
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имеет вид  

20,04( ) ts t c e− =  , 

где c  – произвольная постоянная.  

Найдем значение произвольной постоянной  c , воспользовавшись 

начальным условием:  

20,04 0( 0) 1000s t c e c− = = =  = . 

Таким образом, решение рассматриваемой задачи Коши имеет вид 

 
20,04( ) 1000 ts t e− =  . 

Следовательно, объем инвестиций за 4 года 

0,04 16 0,64( 4) 1000 1000 527,29s t e e−  −= =  =  = . 

1.1.4 Однородные дифференциальные уравнения 1-го порядка. Схема 

решения 

Дифференциальные уравнения вида  

y
y f

x


 
 

 =  

называют однородными.  

Решение однородных уравнений осуществляется при помощи перехода 

от переменной y  к новой переменной z  по формулам: 

y z x=  , y z x z =  + .  

В  результате исходное уравнение сводится к уравнению с разделяющимися 

переменными: 

( )
( ) ( )

( )

dz dz f z z dz dx
z x z f z x f z z

dx dx x f z z x

−
 + =   = −  =  =

−
. 

Пример 2. Найти общее решение уравнения: 
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2 2(3 5 ) 3x y y xy+ = . 

Решение. Преобразуем это уравнение к более удобному виду: 

2 2
2 2 2

3
3

(3 5 ) 3
3 5

3 5

y
xy xx y y xy y y

x y y

x

  + =  =  =
+ 

+  
 

. 

Совершая теперь замену переменной  

,y zx y z x z = = + , 

получим 

2

3

3 5

dz z
x z

dx z
+ =

+
, 

3 3

2 2 2

3 3 3 5 5

3 5 3 5 3 5

dz z z z z z
x z

dx z z z

− −
= − = = −

+ + +
, 

2

3

3 5

5

z dx
dz

xz

+
− = , 

2

3 3 2

3 5 3 3
ln ln ln ln

55 10

z dx dz dz
dz x z x c

x zz z z

+
− =  − − =  = + +    . 

Следовательно,  

3 3 3 3

2 2 2 210 10 10 10
12

3 1
ln

10

z z z zczx czx e czx e zx e zx c e
cz

=  =  =   =   = .    

Возвращаясь к переменой y , находим общее решение исходного уравнения в 

виде 

23

210
1

x

yy c e= , 

где 
1

c  – произвольная постоянная. 
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1.1.5 Линейные  неоднородные дифференциальные уравнения 1-го по-

рядка. Схема решения 

Дифференциальные уравнения вида  

y p y q+  = , 

где ( ), ( )p p x q q x= = , называют линейными неоднородными дифференциаль-

ными уравнениями 1-го порядка.  

Решение таких уравнений осуществляется по следующей схеме: 

1. Ищется решение дифференциального уравнения вида 

0v p v+  = , 

которое называют линейным однородным дифференциальным уравнением 1-

го порядка. 

2. В исходном уравнении совершается переход от переменной y  к пере-

менной u   по формулам 

,y u v y u v u v  =  =  +  . 

3. Полученное для переменной u   уравнение решается так: 

( )u v u v p u v q u v u v p v q

q q
u v q u u dx

v v

    +  +   =   +  +  = 

   =  =  =
. 

Пример 3. Найти общее решение линейного неоднородного уравнения 

3
3 3 xxy y e + = . 

Решение. Преобразуем сначала уравнение к виду  

33 3 xy y e
x x

 + =  

и найдем, в соответствии с изложенным выше,  какое-нибудь решение ли-

нейного однородного уравнения 
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0
3

=+
x

v
v , 

где ( )v v x=  – новая переменная. Получаем: 

3 3

3 1 1
3 ln 3ln ln ln

dv v dv dx
v x v v

dx x v x x x
= −  = −  = −  =  =  . 

Совершая замену переменной  

,y u v y u v uv  =  = + , 

преобразуем исходное уравнение 

3 3 33 3 3 3 3 3x x xuv v
y y e u v uv e u v u v e

x x x x x x


    + =  + + =  + + = 

 
. 

Таким образом, переменная u  удовлетворяет уравнению  

3

3

1 3 xu e
xx

  = , 

решение которого уже труда не представляет: 

3 3 3 32 2 33 3x x x xu x e u x e dx e dx e c =  = = = +  . 

Следовательно, общее решение исходного уравнения имеет вид:  

3

3

1xy u v e c
x


=  = +  

 
. 

1.1.6 Уравнения Бернулли. Схема решения 

Дифференциальные уравнения вида  

0ny p y q y =+  +  , 

где ( ), ( )p p x q q x= = , а n  − любое число, отличное от 1, называют уравнени-

ями Бернулли.  

Решение таких уравнений осуществляется по следующей схеме: 

1. Сначала уравнение Бернулли делится на ny : 
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( )

( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1

1
0 0

1

1 1 0.

n n n n

n n

y y p y q y p y q
n

y n p y n q

− − − −

− −




 

 +  + =  +  + = 
−

 + −  + − =

 

2. В полученном уравнении производится замена переменного 1 nz y −= . 

3. Возникшее уравнение  

( ) ( )1 1 0z n p z n q  + −  + − =  

является линейным неоднородным дифференциальным уравнением 1-го по-

рядка, которое решается описанным выше способом. 

1.2  Дифференциальные уравнения 2-го порядка 

Дифференциальные уравнения вида  

( , , , ) 0f x y y y  =  

называют дифференциальными уравнениями 2-го порядка. 

1.2.1 Схема решения дифференциального уравнения вида 0),,( = yyxf  

Дифференциальные уравнения вида 

0),,( = yyxf  

можно решить при помощи перехода от переменной y  к новой переменной z  

по формулам 

( ), ( )y z x y z x  = = . 

1.2.2 Схема решения дифференциального уравнения вида 0),,( = yyyf  

Дифференциальные уравнения вида 

0),,( = yyyf  

можно решить при помощи перехода от переменной y  к новой переменной z  

по формулам 

zzyyzy == ),( . 
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Пример 4. Решить задачу Коши 

( )
2
, (0) 1, (0) 2.yy y y y  = = =  

Решение. Совершая в уравнении замену переменной 

( )y z y = ,  

получим 

( )
2 2dy dz dz dy dz dz

y z y y y z y z
dx dx dy dx dy dy


  = = =  =    =   = = . 

Итак, исходное уравнение в новых переменных имеет вид 

2dz
y z z

dy
  = . 

Решим это уравнение: 

2

1

ln ln ln

ln ln

dz dz dz dy
y z z y z z y c

dy dy z y

z cy z cy z c y

=  =  =  = + 

=  =   =

 
. 

Возвращаясь к переменной  y , получаем уравнение 

1
y c y = . 

Воспользовавшись начальными условиями, находим значение постоянной 
1

c :  

1
(0) 1, (0) 2 2y y c= =  = . 

Далее получаем 

1 22 2 ln 2 ln
dy dy

y c y y dx y x c
dx y

 =  =  =  = +    

2 2
2 3

x xy c e y c e=   =  

Воспользовавшись начальными условиями, находим значение постоянной 
3

c :  

3
(0) 1y c= = . 
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Таким образом, функция 
xey 2=  является решением исходной задачи Коши. 

1.3  Линейные дифференциальные уравнения 2-го порядка с  

постоянными коэффициентами 

1.3.1 Однородные линейные дифференциальные уравнения 2-го порядка 

с постоянными коэффициентами. Характеристический многочлен,  

характеристические корни. Схема решения 

Дифференциальные уравнения вида  

0ay by cy + + = , 

где , ,a b c  –  числа, называют линейными однородными дифференциальными 

уравнениями 2-го порядка с постоянными коэффициентами.  

Решение таких уравнений осуществляется по следующей схеме: 

1. Сначала решается квадратное уравнение  

2
λ λ 0a b c+ + = , 

которое называют характеристическим уравнением для исходного диффе-

ренциального уравнения. 

2. Если характеристическое уравнение имеет два различных веществен-

ных корня 
1
λ  и 

2
λ , то общее решение исходного дифференциального урав-

нения имеет вид 

1 2λ λ

1 2

x x
y c e c e= + , 

где 
1

c  и 
2

c  – произвольные числа. 

3. Если характеристическое уравнение имеет два совпавших веществен-

ных корня 
1 2
λ λ λ= = , то общее решение исходного дифференциального 

уравнения имеет вид 

λ
1 2( )xy e c c x= + , 
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где 
1

c  и 
2

c  – произвольные числа. 

3. Если характеристическое уравнение имеет два комплексно-

сопряженных корня 
1
λ α βi= +  и 

2
λ α βi= − , то общее решение исходного 

дифференциального уравнения имеет вид 

α
1 2( sinβ cosβ )xy e c x c x= + , 

где 
1

c  и 
2

c  – произвольные числа. 

• Линейное однородное дифференциальное уравнение 2-го порядка с 

постоянными коэффициентами 

2ω 0y y+ = , 

где ω 0  –  вещественное число, называют уравнением гармонических коле-

баний.  

Общее решение этого уравнения имеет вид  

1 2
sinω cosωy c x c x= + , 

где 
1

c  и 
2

c  – произвольные числа. Число ω  называют частотой гармониче-

ских колебаний.  

Пример 5. Решить задачу Коши 

.6 9 0, (0) 2, (0) 7y y y y y  − + = = =  

Решение. Составим сначала характеристическое уравнение  

2 6 9 0x − + = . 

Это уравнение имеет два совпавших корня 1 2 3  = = = . Следовательно, 

общим решением исходного дифференциального уравнения является функ-

ция   

3
1 2( )xy e c c x= + . 

Вычислим производную этой функции:  
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3
1 2 2(3 3 )xy e c c c x = + + . 

Подставляя в выражения для  y  и y  начальные условия  

(0) 2, (0) 7y y= = , 

получим систему уравнений: 

1 1

1 2 2

2, 2,

3 7, 1.

c c

c c c

= = 
 

+ = = 
 

Таким образом, функция )2(3 xey x +=  – решение исходной задачи Коши. 

Пример 6. Решить задачу Коши 

4 13 0, (0) 5, (0) 0.y y y y y  − + = = =  

Решение. Составим сначала характеристическое уравнение  

2 4 13 0 − + = . 

Это уравнение имеет два комплексно-сопряженных корня 

 
1,2
λ 2 9 2 3i=  − =  . 

Следовательно, общим решением исходного дифференциального уравнения 

является функция   

)3cos3sin( 21
2 xcxcey x += . 

Вычислим производную этой функции:  

2
1 2 1 2((2 3 )sin3 (3 2 )cos3 )xy e c c x c c x = − + + . 

Воспользовавшись начальными условиями, получаем систему уравнений: 

2
2

1 2 2

5,
5,

10
3 2 0, .

3

c
c

c c c

=
= 

 
+ = = − 

 

Таким образом,  
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)3cos53sin
3

10
(2 xxey x +−=  

– искомое решение задачи Коши. 

1.3.2 Линейные неоднородные дифференциальные уравнения 2-го  

порядка с постоянными коэффициентами 

• Дифференциальные уравнения вида  

( )ay by cy f x + + = , 

где , ,a b c  –  числа, называют линейными неоднородными дифференциальны-

ми уравнениями 2-го порядка с постоянными коэффициентами. 

• Общее решение линейного неоднородного дифференциального 

уравнения 2-го порядка с постоянными коэффициентами имеет вид 

y = yо + yч, 

где yо – общее решение однородного уравнения, а  yч – какое-нибудь решение 

неоднородного уравнения (частное решение). 

Пример 7. Решить задачу Коши 

5 .5 4 8 , (0) 7, (0) 6xy y y e y y  − + = = =  

Решение. Найдем сначала общее решение однородного уравнения 

5 4 0y y y − + = . 

Для этого составим характеристическое уравнение  

2 5 4 0 − + = . 

Это уравнение имеет два различных вещественных корня: 
1 2

1, 4 = = .  

Следовательно, общим решением однородного уравнения является функция   

4
1 2

x x
oy c e c e= + . 

Найдем теперь какое-нибудь частное решение неоднородного  уравнения  
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55 4 8 xy y y e − + = . 

Будем искать его в виде  

5xy Ae= . 

Тогда  

5 55 , 25x xy Ae y Ae = = . 

Подставив эти выражения в уравнение, получим:   

5 5 5 5 525 25 4 8 4 8, 2 2x x x x xAe Ae Ae e A A y e− + =  = =  = . 

Теперь можно выписать общее решение неоднородного уравнения:    

4 5
1 2 2 .x x xy c e c e e= + +  

Вычислим производную: 

4 5
1 24 10x x xy c e c e e = + + . 

Воспользовавшись начальными условиями, получим систему уравнений: 

1 2 1

1 2 2

(0) 2 7, 8,

(0) 4 10 6, 3.

y c c c

y c c c

= + + = = 
 

 = + + = = − 
 

Искомое решение задачи Коши имеет вид:  

4 58 12 10x x xy e e e= − + . 
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ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЯ 

 

1. Что называется дифференциальным уравнением? 

2. Что такое порядок дифференциального уравнения? 

3. Как ставится задача Коши для дифференциального уравнения первого 

порядка? 

4. Что называется дифференциальным уравнением первого порядка с раз-

деляющимися переменными? 

5. В чем состоит схема решения дифференциального уравнения первого 

порядка с разделяющимися переменными? 

6. Что называется однородным дифференциальным уравнением первого 

порядка? 

7. В чем состоит схема решения однородного дифференциального урав-

нения первого порядка? 

8. Что называется линейным неоднородным дифференциальным уравне-

нием первого порядка? 

9. В чем состоит схема решения линейного неоднородного дифференци-

ального уравнения первого порядка? 

10. Что называется уравнением Бернулли? 

11. В чем состоит схема решения уравнения Бернулли? 

12. Какие дифференциальные уравнения второго порядка решаются при 

помощи понижения порядка? 

13. В чем состоит схема решения дифференциальных уравнений, допуска-

ющих понижение порядка? 

14. Как ставится задача Коши для дифференциального уравнения второго 

порядка? 

15. Что называется линейным однородным дифференциальным уравнени-

ем второго порядка с постоянными коэффициентами? 
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16. Что называется характеристическим многочленом для дифференциаль-

ного уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами? 

17. В чем состоит схема решения линейных однородных дифференциаль-

ных уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами? 

18. Что называется линейным неоднородным дифференциальным уравне-

нием второго порядка с постоянными коэффициентами? 

19. В чем состоит схема решения линейных неоднородных дифференци-

альных уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами? 
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 

Решить задачи Коши: 

1. ( )2 3 0, (0) 1x xy y e e y + − = = ; 

2. ( ), (1) 4xy y xy y = + = ; 

3. ( )1 ln 2 , ( ) 3xy x y y e − = = ; 

4. 4 cos tg , (π) 1y y x y x y = + = ; 

5. 
π π

2 , 1, 2
4 4

y yy y y
  

  = = =   
  

; 

6. ( ) ( )3 28 0, 0 2, 0 25y y y y y  − − = = − = − ; 

7. ( ) ( )
1

6 9 0, 0 , 0 3
2

y y y y y  − + = = = ; 

8. ( ) ( )10 41 0, 0 2, 0 14y y y y y  − + = = = ; 

9. ( ) ( )
1

3sin , 0 10, 0 1
4

y y x y y + = = = − . 
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