
Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà â Rn
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Ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ äèñòàíöèîííûõ çàíÿòèé ïî äèñöèïëèíå
¾Ìíîãîìåðíûé àíàëèç, èíòåãðàëû è ðÿäû¿

1 êóðñ

Â ïîñîáèè èçó÷àþòñÿ ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà îòêðûòûõ è çàìêíóòûõ ìíî-
æåñòâ â n -ìåðíûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Rn.

Âíóòðåííèå òî÷êè ìíîæåñòâà. Îòêðûòûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 1 δ - îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå Rn íàçûâà-
þò ìíîæåñòâî òî÷åê

Uδ(a) = {x ∈ Rn : ρ (x, a) < δ}

ãäå ρ (x, a) � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x è a.

Îïðåäåëåíèå 2 Òî÷êó a íàçûâàþò âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà A,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ δ - îêðåñòíîñòü Uδ(a), ÷òî Uδ(a) ⊂ A.

Îïðåäåëåíèå 3 Ìíîæåñòâî A íàçûâàþò îòêðûòûì, åñëè âñå åãî òî÷êè
� âíóòðåííèå.

Çàäà÷à 1 Ïóñòü A = (−∞; 0) ∪ (2; 5] ∪ {8}. Íàéäèòå âñå âíóòðåííèå
òî÷êè ìíîæåñòâà A. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî A îòêðûòûì?
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Ðåøåíèå. Ìíîæåñòâî A îòìå÷åíî íà ðèñóíêå 1 êðàñíûì öâåòîì

Ðèñ. 1

Êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2, äëÿ êàæäîé òî÷êè a ∈ (−∞; 0) ñóùåñòâóåò
òàêàÿ δ - îêðåñòíîñòü Uδ(a), ÷òî Uδ(a) ⊂ (−∞; 0).

Ðèñ. 2

Òî÷íî òàêæå (ñì. ðèñ. 3) äëÿ êàæäîé òî÷êè a ∈ (2; 5) ñóùåñòâóåò òàêàÿ
δ - îêðåñòíîñòü Uδ(a), ÷òî Uδ(a) ⊂ (2; 5).

Ðèñ. 3

Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà (−∞; 0)∪(2; 5) ÿâëÿåòñÿ âíóò-
ðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà A.

Äðóãèõ âíóòðåííèõ òî÷åê ó ìíîæåñòâà A íåò.
Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a = 5 ñîäåðæèò

òî÷êè èíòåðâàëà (5; 8), íå âõîäÿùåãî â A, òî òî÷êà a = 5 íå ÿâëÿåòñÿ
âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà A . Àíàëîãè÷íî è òî÷êà a = 8 íå ÿâëÿåòñÿ
âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà A.

Ïîñêîëüêó íå âñå òî÷êè ìíîæåñòâà A âíóòðåííèå, òî A íå ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.

Çàäà÷à 2 (çàäàíèå �1, �14) Ïóñòü Gi, i ∈ N, � ïðîèçâîëüíûå îòêðû-

òûå ìíîæåñòâà èç Rn. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà
m⋂
i=1

Gi è
∞⋃
i=1

Gi

ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ìíîæåñòâî
m⋂
i=1

Gi îòêðûòî.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó a ∈
m⋂
i=1

Gi è äîêàæåì, ÷òî ó

íåå ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Uδ(a) ⊂
m⋂
i=1

Gi.

Ïîñêîëüêó a ∈ Gi äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . ,m, è êàæäîå Gi � îòêðûòîå
ìíîæåñòâî, òî ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòè Uδi(a), ÷òî Uδi(a) ⊂ Gi.

Ïîëîæèì

δ = min{δ1, . . . , δm}

Òîãäà äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . ,m ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ

Uδ(a) ⊂ Uδi(a) ⊂ Gi

Ñëåäîâàòåëüíî,

Uδ(a) ⊂
m⋂
i=1

Gi

Äîêàçàíî.

2. Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî
∞⋃
i=1

Gi îòêðûòî.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó a ∈
∞⋃
i=1

Gi è äîêàæåì, ÷òî ó

íåå ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Uδ(a) ⊂
∞⋃
i=1

Gi.

Òàê êàê a ∈
∞⋃
i=1

Gi, òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ìíîæåñòâî Gk òàêîå,

÷òî a ∈ Gk.
Ìíîæåñòâî Gk îòêðûòîå, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü

Uδ(a) ⊂ Gk . Íî òîãäà

Uδ(a) ⊂
∞⋃
i=1

Gi

Äîêàçàíî.
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Çàìåòèì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ìîæåò
è íå áûòü îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Â ñëåäóþùåé çàäà÷å ñòðîèòñÿ èìåííî òàêîé
ïðèìåð.

Çàäà÷à 3 (çàäàíèå �1, �15) Ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ èíòåðâàëîâ

(−1; 1) ⊃
(
−1

2
;
1

2

)
⊃

(
−1

3
;
1

3

)
⊃ . . . ⊃

(
−1

n
;
1

n

)
⊃ . . .

Ïåðåñå÷åíèåì âñåõ ýòèõ èíòåðâàëîâ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç
åäèíñòâåííîé òî÷êè {0}. Î÷åâèäíî, ýòî ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì.

Ëèíåéíî ñâÿçíûå ìíîæåñòâà. Îáëàñòè

Îïðåäåëåíèå 4 Ìíîæåñòâî, ëþáûå äâå òî÷êè êîòîðîãî ìîæíî ñîåäè-
íèòü íåïðåðûâíîé êðèâîé, ïðèíàäëåæàùåé ýòîìó ìíîæåñòâó, íàçûâàþò
ëèíåéíî ñâÿçíûì.

Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîé òî÷êè, òàêæå ñ÷èòàþò ëèíåéíî
ñâÿçíûì.

Îïðåäåëåíèå 5 Ëèíåéíî ñâÿçíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî íàçûâàþò îáëà-
ñòüþ.

Ðèñ. 4
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Ïðèìåðîì îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 4 âíóòðåííîñòü
ýëëèïñà

x2

81
+

y2

16
< 1

À ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îáúåäèíåíèÿ äâóõ êðóãîâ

{(x− 2)2 + y2 < 1} ∪ {(x+ 2)2 + y2 < 1}

èçîáðàæåííîå íà ðèñóíêå 5, ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, íî íå îáëàñòüþ,
ïîñêîëüêó íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì.

Ðèñ. 5

Òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ. Ïðåäåëüíûå òî÷êè. Èçîëèðîâàííûå òî÷êè.
Ãðàíè÷íûå òî÷êè. Ãðàíèöà ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 6 Òî÷êó a íàçûâàþò òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà
A, åñëè ëþáàÿ îêðåñòíîñòü Uδ(a) ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó òî÷êó ìíîæå-
ñòâà A.

Îïðåäåëåíèå 7 Òî÷êó a íàçûâàþò ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A,
åñëè ëþáàÿ îêðåñòíîñòü Uδ(a) ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó òî÷êó ìíîæåñòâà
A, îòëè÷íóþ îò ñàìîé òî÷êè a.
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Îïðåäåëåíèå 8 Òî÷êó a íàçûâàþò ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A,
åñëè ëþáàÿ îêðåñòíîñòü Uδ(a), ñîäåðæèò êàê òî÷êó èç ìíîæåñòâà A,
òàê è òî÷êó, íå âõîäÿùóþ â ìíîæåñòâî A.

Îïðåäåëåíèå 9 Ìíîæåñòâî âñå ãðàíè÷íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà A íàçûâà-
þò ãðàíèöåé ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷àþò ∂A.

Îïðåäåëåíèå 10 Òî÷êó a ∈ A íàçûâàþò èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîæå-
ñòâà A, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü Uδ(a), â êîòîðîé ñîäåð-
æèòñÿ åäèíñòâåííàÿ òî÷êà èç ìíîæåñòâà A, à èìåííî, ñàìà òî÷êà a.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ââåäåííûå ïîíÿòèÿ íà ïðèìåðå ìíîæåñòâà, ðàññìîò-
ðåííîãî â çàäà÷å 1.

Çàäà÷à 4 Ïóñòü A = (−∞; 0) ∪ (2; 5] ∪ {8}. Íàéäèòå ó ìíîæåñòâà A,

âñå

1. òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ;

2. ïðåäåëüíûå òî÷êè;

3. ãðàíè÷íûå òî÷êè;

4. èçîëèðîâàííûå òî÷êè.

Ðåøåíèå. Ìíîæåñòâî A îòìå÷åíî íà ðèñóíêå 1 êðàñíûì öâåòîì

Ðèñ. 6

1. Òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ.

Êðîìå òî÷åê, âõîäÿùèõ â ìíîæåñòâî A, òî÷êàìè ïðèêîñíîâåíèÿ áóäóò
åùå è òî÷êè a = 0 è a = 2, ïîñêîëüêó ëþáàÿ îêðåñòíîñòü êàæäîé èç
ýòèõ òî÷åê ñîäåðæèò òî÷êè ìíîæåñòâà A.

Èòàê, ìíîæåñòâî òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ: (−∞; 0] ∪ [2; 5] ∪ {8}.
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2. Ïðåäåëüíûå òî÷êè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ïðåäåëüíûå òî÷êè, íóæíî èç ìíîæåñòâà òî÷åê
ïðèêîñíîâåíèÿ óäàëèòü òå òî÷êè, ó êîòîðûõ â êàêîé-ëèáî ïðîêîëîòîé
îêðåñòíîñòè íåò íè îäíîé òî÷êè èç ìíîæåñòâà A. Â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå íóæíî óäàëèòü òî÷êó a = 8.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê: (−∞; 0] ∪ [2; 5].

3. Ãðàíè÷íûå òî÷êè.

Ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè ìíîæåñòâà A ÿâëÿþòñÿ òî÷êè {0}, {2}, {5}, {8},
ïîñêîëüêó êàæäàÿ îêðåñòíîñòü êàæäîé èç ýòèõ òî÷åê ñîäåðæèò êàê òî÷-
êè ìíîæåñòâà A, òàê è òî÷êè, â ýòî ìíîæåñòâî íå âõîäÿùèå.

4. Èçîëèðîâàííûå òî÷êè.

Èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ òîëüêî òî÷êà {8},
ïîñêîëüêó ó ýòîé òî÷êè ñóùåñòâóåò ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé
íåò íè îäíîé òî÷êè ìíîæåñòâà A.

Çàäà÷à 5 (çàäàíèå �1, �18) Ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî, âñå òî÷êè êîòîðî-
ãî èçîëèðîâàííûå, à ìíîæåñòâî åãî ïðåäåëüíûõ òî÷åê íåïóñòîå.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî{
1 ,

1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, . . .

}
Âñå òî÷êè ýòîãî ìíîæåñòâà èçîëèðîâàíû, à òî÷êà {0}, íå âõîäÿùàÿ â

ýòî ìíîæåñòâî, ÿâëÿåòñÿ åãî åäèíñòâåííîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé.

Çàìêíóòûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 11 Ìíîæåñòâî íàçûâàþò çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò
âñå ñâîè òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 12 Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà A
íàçûâàþò çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷àþò A.

Ðåøèì íåñêîëüêî çàäà÷ íà ýòó òåìó.
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Çàäà÷à 6 (çàäàíèå �1, �37) Ïðèâåñòè ïðèìåð çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà,
íå ðàâíîãî çàìûêàíèþ ìíîæåñòâà ñâîèõ âíóòðåííèõ òî÷åê.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî F =
{
[0; 1] ∪ {2}

}
.

Ýòî ìíîæåñòâî çàìêíóòî, ïîñêîëüêó îíî ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ñâîèõ
òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ.

Ìíîæåñòâîì âíóòðåííèõ òî÷åê F ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë (0; 1). Çàìûêà-
íèåì ìíîæåñòâà âíóòðåííèõ òî÷åê F ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [0; 1]. Êàê âèäèì,
ýòîò îòðåçîê íå ñîâïàäàåò ñ F.

Çàäà÷à 7 (çàäàíèå Ò3) ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî

A =
{
(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 : ex

2
1+x2

2+x2
3 < 1 + x24

}
â ïðîñòðàíñòâå R4 : à) îòêðûòûì; á) çàìêíóòûì; â) îáëàñòüþ?

Ðåøåíèå.
à). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

F (x1, x2, x3, x4) = ex
2
1+x2

2+x2
3 − 1− x24

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ F íåïðåðûâíà íà R4, òî ìíîæåñòâî òî÷åê{
(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 : F (x1, x2, x3, x4) < 0

}
îòêðûòî.

á). Òî÷êà a = (0, 0, 0, 0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà A,

ïîñêîëüêó â ëþáîé åå îêðåñòíîñòè íàéäåòñÿ òî÷êà

an =

(
0 , 0 , 0 ,

1

n

)
ëåæàùàÿ â ìíîæåñòâå A. Îäíàêî ñàìà òî÷êà a = (0, 0, 0, 0) íå ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâó A.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî A íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.
â). Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî A íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì. Âîñïîëü-

çóåìñÿ ìåòîäîì ¾îò ïðîòèâíîãî¿ è ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî ëèíåéíî ñâÿçíîå.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè òî÷êà M1 = (x1, x2, x3, x4) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó

A, òî è òî÷êà M2 = (x1, x2, x3,−x4) òîæå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A.
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Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ γ(t), ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè M1 è
M2, öåëèêîì ëåæàùàÿ â ìíîæåñòâå A. Â òàêîì ñëó÷àå ýòà êðèâàÿ äîëæíà
ïðîéòè ÷åðåç òî÷êó M3, ñ êîîðäèíàòîé x4 = 0. Îäíàêî òàêèõ òî÷åê âî
ìíîæåñòâå A íåò, ïîñêîëüêó

ex
2
1+x2

2+x2
3 ⩾ 1

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî A íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ñâÿçíûì, à, çíà÷èò,
íå ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ.

Cïàñèáî çà âíèìàíèå.
Íå áîëåéòå!
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