
Èññëåäîâàíèå ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ
ïðîèçâîäíûõ. Ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ (÷àñòü 2)

Ñàìàðîâà Ñ.Ñ.

Ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ äèñòàíöèîííûõ çàíÿòèé ïî äèñöèïëèíå
¾Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿

1 êóðñ

Ìû ïðîäîëæàåì ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé íà îñíîâå èññëåäîâàíèÿ
èõ ñâîéñòâ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíûõ è ïîñòðîèì ãðàôèêè áîëåå ñëîæíûõ
ôóíêöèé, ñîäåðæàùèõ ðàäèêàëû.

Íà÷íåì ñ ðåøåíèÿ çàäà÷è èç ýêçàìåíàöèîííîé êîíòðîëüíîé ðàáîòû
2017/2018 ó÷åáíîãî ãîäà.

Çàäà÷à 1 Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè

y = 3
√

x2(x+ 9) (1)

Ðåøåíèå.
1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè (1) ÿâëÿåòñÿ âñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ.
2. ×åòíîñòü

Ôóíêöèÿ (1) íå ÿâëÿåòñÿ íè ÷åòíîé, íè íå÷åòíîé.
3. Ïåðèîäè÷íîñòü

Ôóíêöèÿ (1) íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.
4. Àñèìïòîòû

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ (1) îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, òî âåðòèêàëü-
íûõ àñèìïòîò ó íåå íåò.
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Âûÿñíèì, åñòü ëè ó ôóíêöèè

y = 3
√

x2(x+ 9)

íàêëîííûå àñèìïòîòû. Äëÿ ýòîãî, âîñïîëüçîâàâøèñü ðàçëîæåíèåì áèíîìà ïî
ôîðìóëå Ìàêëîðåíà, ïðåîáðàçóåì ôóíêöèþ ê âèäó

y = 3
√
x2(x+ 9) = x

3

√
1 +

9

x
= x

(
1+

3

x
+o

(
1

x

))
= x+3+o(1) ïðè x → ±∞

Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìàÿ y = x + 3 ÿâëÿåòñÿ íàêëîííîé àñèìïòîòîé
ãðàôèêà ôóíêöèè

y = 3
√
x2(x+ 9)

êàê ïðè x → −∞, òàê è ïðè x → +∞.

Èçîáðàçèì àñèìïòîòó y = x+ 3 íà ðèñóíêå 1.

Ðèñ. 1
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5. Èíòåðâàëû âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ, ýêñòðåìóìû

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ

y′ =
(

3
√

x2(x+ 9)
)′

=
(
x

2
3 (x+ 9)

1
3

)′
=

2

3
x−

1
3 (x+ 9)

1
3 +

1

3
(x+ 9)−

2
3x

2
3 =

=
1

3
x−

1
3 (x+ 9)−

2
3

(
2(x+ 9) + x

)
= x−

1
3 (x+ 9)−

2
3 (x+ 6) (2)

Êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè ôóíêöèè

y(x) = 3
√
x2(x+ 9)

ÿâëÿþòñÿ: òî÷êà x = −6, â êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ y′(x) ðàâíà íóëþ, à òàêæå
òî÷êè x = 0 è x = −9, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ y′(x) íå ñóùåñòâóåò.

Èçîáðàçèì íà ðèñóíêå 2 äèàãðàììó çíàêîâ ïðîèçâîäíîé y′(x).

Ðèñ. 2

Íà èíòåðâàëàõ (−∞,−9) , (−9,−6) è (0,+∞) ïðîèçâîäíàÿ y′(x)
ïîëîæèòåëüíà, çíà÷èò, ôóíêöèÿ y(x) âîçðàñòàåò íà ýòèõ èíòåðâàëàõ. Íà
èíòåðâàëå (−6, 0) ïðîèçâîäíàÿ y′(x) îòðèöàòåëüíà, çíà÷èò, ôóíêöèÿ y(x)
óáûâàåò íà ýòîì èíòåðâàëå. Ñõåìàòè÷åñêè ïîâåäåíèå ôóíêöèè y(x) èçîáðà-
æåíî íà ðèñóíêå 3.

Ðèñ. 3
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Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x = −6 ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y′(x) ìåíÿ-
åò çíàê ñ ¾+¿ íà ¾−¿ . Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà x = −6 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ñòðîãîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè y(x) .

Íàéäåì çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå ìàêñèìóìà x = −6 :

y(−6) =
3
√
36 · 3 = 3

3
√
4

Ïîñêîëüêó y′(−6) = 0, òî êàñàòåëüíàÿ â ýòîé òî÷êå ãîðèçîíòàëüíàÿ.
Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x = 0 ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y′(x) ìåíÿåò

çíàê ñ ¾−¿ íà ¾+¿ . Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà x = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî
ìèíèìóìà ôóíêöèè y(x) .

Íàéäåì çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå ìèíèìóìà x = 0 :

y(0) = 0

Ïîñêîëüêó y′(x) → ∞ ïðè x → 0, òî êàñàòåëüíàÿ â ýòîé òî÷êå âåðòèêàëü-
íàÿ.

6. Íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè, òî÷êè ïåðåãèáà

Íàéäåì èíòåðâàëû, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ

y(x) = 3
√
x2(x+ 9)

ñîõðàíÿåò íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè, è íàéäåì òî÷êè ïåðåãèáà (åñëè îíè åñòü).
Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y(x) , âîñïîëüçîâàâøèñü
íàéäåííîé ðàíåå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé y′(x) (ôîðìóëà (2))

y′′ =

(
x−

1
3 (x+ 9)−

2
3 (x+ 6)

)′
=

= −1

3
x−

4
3 (x+ 9)−

2
3 (x+ 6)− 2

3
(x+ 9)−

5
3x−

1
3 (x+ 6) + x−

1
3 (x+ 9)−

2
3 =

= −1

3
x−

4
3 (x+ 9)−

5
3

(
(x+ 9)(x+ 6) + 2x(x+ 6)− 3x(x+ 9)

)
=

= −1

3
x−

4
3 (x+ 9)−

5
3 (x2 + 9x+ 6x+ 54 + 2x2 + 12x− 3x2 − 27x) =

= −18x−
4
3 (x+ 9)−

5
3

Èçîáðàçèì äèàãðàììó çíàêîâ âòîðîé ïðîèçâîäíîé y′′ (ðèñ. 4)
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Ðèñ. 4

Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x = −9 âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y′′

ìåíÿåò çíàê ñ ¾+¿ íà ¾−¿ . Ñëåäîâàòåëüíî, x = −9 � òî÷êà ïåðåãèáà
ãðàôèêà ôóíêöèè y(x) .

Íàéäåì çíà÷åíèå ôóíêöèè y(x) â òî÷êå ïåðåãèáà

y(−9) = 0

Ïîñêîëüêó y′(x) → ∞ ïðè x → −9, òî êàñàòåëüíàÿ â ýòîé òî÷êå
âåðòèêàëüíàÿ.

Çíà÷èò, x = −9 � òî÷êà ïåðåãèáà ñ âåðòèêàëüíîé êàñàòåëüíîé.
Ïðè x < −9 ôóíêöèÿ y(x) âûïóêëà âíèç, ïðè x > −9 ôóíêöèÿ y(x)

âûïóêëà ââåðõ.
Äîïîëíèì ñõåìó ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñóíêå 4, äàí-

íûìè î íàïðàâëåíèè âûïóêëîñòè ôóíêöèè (ðèñ. 5).

Ðèñ. 5

7. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè

y(x) = 3
√
x2(x+ 9)

� òî÷êè (−9; 0) è (0; 0) ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíê-
öèè ñ îñüþ Ox,
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� òî÷êà (0; 0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñüþ Oy.

Äîáàâèì íà ñõåìó ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 5, èíôîð-
ìàöèþ î çíàêàõ ôóíêöèè (ðèñ. 6).

Ðèñ. 6

Â ðåçóëüòàòå íà ðèñ. 6 â ñõåìàòè÷åñêîé ôîðìå ïðåäñòàâëåí áîëüøîé îáúåì
äàííûõ î ñâîéñòâàõ ôóíêöèè

y(x) = 3
√
x2(x+ 9)

8. Ãðàôèê ôóíêöèè

Ïðèñòóïèì ê ïîñòðîåíèþ ãðàôèêà ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî áóäåì äîïîëíÿòü
ðèñ. 1, ðàññìàòðèâàÿ ïî î÷åðåäè èíòåðâàëû ñ îäíîòèïíûì ïîâåäåíèåì ôóíê-
öèè.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà èíòåðâàë (−∞,−9).
Êàê ìû âûÿñíèëè ðàíåå, ïðè x → −∞ ãðàôèê ôóíêöèè èìååò àñèìï-

òîòó y = x+ 3.
Èç ñõåìû íà ðèñóíêå 6 âèäíî, ÷òî íà èíòåðâàëå (−∞,−9) ôóíêöèÿ ïðè-

íèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ è ðàñòåò èç −∞ äî 0 , îñòàâàÿñü âûïóêëîé
âíèç. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè x → −∞ ãðàôèê ôóíêöèè ïðèáëèæàåòñÿ ê
íàêëîííîé àñèìïòîòå y = x+ 3 ñâåðõó.

Êàê ìû âûÿñíèëè ðàíåå, â òî÷êå (−9 ; 0) êàñàòåëüíàÿ âåðòèêàëüíà. Ýòî
íóæíî ïîñòàðàòüñÿ èçîáðàçèòü íà ãðàôèêå.

Òåïåðü èçîáðàçèì ó÷àñòîê (−∞,−9) íà ãðàôèêå (ðèñ. 7)
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Ðèñ. 7

Â òî÷êå ïåðåãèáà (−9 ; 0) ñ âåðòèêàëüíîé êàñàòåëüíîé èçìåíÿåòñÿ íà-
ïðàâëåíèå âûïóêëîñòè ãðàôèêà, ôóíêöèÿ ïðîäîëæàåò ðàñòè.

Ðàññìîòðèì èíòåðâàë (−9,−6). Èç ñõåìû íà ðèñóíêå 6 (ïðèâîäèì å¼
åù¼ ðàç)

âèäíî, ÷òî íà èíòåðâàëå (−9,−6) ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ è ðàñòåò îò 0 äî 3 3

√
4, îñòàâàÿñü âûïóêëîé ââåðõ. Èçîáðàçèì ýòîò

ó÷àñòîê íà ãðàôèêå (ðèñ. 8)
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Ðèñ. 8

Â òî÷êå x = −6 ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ñ ãîðèçîíòàëüíîé
êàñàòåëüíîé. Ñïðàâà îò ýòîé òî÷êè ôóíêöèÿ áóäåò óáûâàòü.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê èíòåðâàëó (−6, 0). Èç ñõåìû íà ðèñóíêå 6

âèäèì, ÷òî íà èíòåðâàëå (−6, 0) ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ è óáûâàåò îò 3 3

√
4 äî 0, îñòàâàÿñü âûïóêëîé ââåðõ. Â òî÷êå (0; 0)

êàñàòåëüíàÿ âåðòèêàëüíà.
Èçîáðàçèì ýòîò ó÷àñòîê íà ãðàôèêå (ðèñ. 9)
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Ðèñ. 9

Â òî÷êå x = 0 ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ñ âåðòèêàëüíîé
êàñàòåëüíîé. Ñïðàâà îò ýòîé òî÷êè ôóíêöèÿ áóäåò ðàñòè.

È, íàêîíåö, ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé èíòåðâàë (0,+∞). Â ñîîòâåòñòâèè
ñî ñõåìîé íà ðèñóíêå 6

íà èíòåðâàëå (0,+∞) ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, âîç-
ðàñòàåò îò 0 äî +∞ , âûïóêëà ââåðõ. Èñõîäÿ èç íàïðàâëåíèÿ âûïóêëîñòè
íà ýòîì ó÷àñòêå äåëàåì âûâîä, ÷òî ïðè x → +∞ ãðàôèê ôóíêöèè ïðèáëè-
æàåòñÿ ê íàêëîííîé àñèìïòîòå y = x+3 ñíèçó. Èçîáðàæàåì ýòîò ó÷àñòîê è
ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé ãðàôèê (ðèñ.10).
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Ðèñ. 10

Ðåøèì åù¼ îäíó çàäà÷ó íà ïîñòðîåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè (ýêçàìåíàöèîí-
íàÿ êîíòðîëüíàÿ 2016/2017 ó÷. ã.)

Çàäà÷à 2 Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè

y = x−
√
|x2 − 4| (3)

Ðåøåíèå.

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè (3) ÿâëÿåòñÿ âñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ.

2. ×åòíîñòü

Ôóíêöèÿ (3) íå ÿâëÿåòñÿ íè ÷åòíîé, íè íå÷åòíîé.

3. Ïåðèîäè÷íîñòü

Ôóíêöèÿ (3) íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.
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4. Àñèìïòîòû
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ (3) îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, òî âåðòèêàëü-

íûõ àñèìïòîò ó íåå íåò.
Âûÿñíèì, åñòü ëè ó ôóíêöèè

y = x−
√

|x2 − 4|

íàêëîííûå àñèìïòîòû. Äëÿ ýòîãî ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì áèíîìà
ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà.

Ïðè x → −∞ ïîëó÷àåì

y = x−
√

x2 − 4 = x−|x|
√
1− 4

x2
= x+x

(
1− 2

x2
+o

(
1

x2

))
= 2x− 2

x
+o

(
1

x

)
Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìàÿ y = 2x ÿâëÿåòñÿ íàêëîííîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà

ôóíêöèè

y = x−
√

|x2 − 4|

ïðè x → −∞. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó ïðè x → −∞ ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî

−2

x
+ o

(
1

x

)
> 0,

òî ãðàôèê ïðèáëèæàåòñÿ ê àñèìïòîòå y = 2x ñâåðõó.
Ïðè x → +∞ ïîëó÷àåì

y = x−
√

x2 − 4 = x− |x|
√

1− 4

x2
= x− x

(
1− 2

x2
+ o

(
1

x2

))
=

2

x
+ o

(
1

x

)
Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìàÿ y = 0 ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé àñèìïòîòîé

ãðàôèêà ôóíêöèè

y = x−
√

|x2 − 4|

ïðè x → +∞. Ïîñêîëüêó ïðè x → +∞ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

2

x
+ o

(
1

x

)
> 0,

òî ãðàôèê ïðèáëèæàåòñÿ ê àñèìïòîòå y = 0 ñâåðõó.
Èçîáðàçèì àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè íà ðèñóíêå 11.
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Ðèñ. 11

5. Èíòåðâàëû âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ, ýêñòðåìóìû

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ y′(x) :

� ïðè |x| > 2

y′ =
(
x−

√
x2 − 4

)′
= 1− x√

x2 − 4

� ïðè |x| < 2

y′ =
(
x−

√
4− x2

)′
= 1− (−x)√

4− x2
= 1 +

x√
4− x2

Íàéäåì ïðîìåæóòêè, íà êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííûé
çíàê. Äëÿ ýòîãî ðåøèì íåðàâåíñòâî

y′(x) > 0
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� Ïðè |x| > 2 ïîëó÷àåì

1− x√
x2 − 4

> 0

√
x2 − 4 > x (4)

Ïðè âñåõ x ∈ (−∞,−2) íåðàâåíñòâî (4) âûïîëíåíî, à ïðè x ∈ (2,+∞)
íåðàâåíñòâî (4) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

x2 − 4 > x2 ,

ó êîòîðîãî ðåøåíèé íåò.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå y′(x) > 0 ïðè x ∈ (−∞,−2)
è y′(x) < 0 ïðè x ∈ (2,+∞).

� Ïðè |x| < 2 ïîëó÷àåì

1 +
x√

4− x2
> 0√

4− x2 > −x (5)

Ïðè âñåõ x ∈ [0, 2) íåðàâåíñòâî (4) âûïîëíåíî, à ïðè x ∈ (−2, 0)
íåðàâåíñòâî (5) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

4− x2 > x2,

x2 < 2,

x ∈ (−
√
2,

√
2).

Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ x ∈ (−2, 0) ïîëó÷àåì, ÷òî y′(x) > 0 ïðè
x ∈ (−

√
2, 0).

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå y′(x) > 0 ïðè x ∈ (−
√
2, 2)

è y′(x) < 0 ïðè x ∈ (−2,−
√
2).

� Ïðîèçâîäíàÿ y′(x) ðàâíà íóëþ ïðè x = −
√
2 è íå ñóùåñòâóåò ïðè

x = ±2.

Èçîáðàçèì íà ðèñóíêå 12 äèàãðàììó çíàêîâ ïðîèçâîäíîé y′(x) â öåëîì.
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Ðèñ. 12

Íà èíòåðâàëàõ (−∞,−2) è (−
√
2, 2) ïðîèçâîäíàÿ y′(x) ïîëîæèòåëü-

íà, çíà÷èò, ôóíêöèÿ y(x) âîçðàñòàåò íà ýòèõ èíòåðâàëàõ. Íà èíòåðâàëàõ
(−2,−

√
2) è (2,+∞) ïðîèçâîäíàÿ y′(x) îòðèöàòåëüíà, çíà÷èò, ôóíêöèÿ

y(x) óáûâàåò íà ýòèõ èíòåðâàëàõ.
Ñõåìàòè÷åñêè ïîâåäåíèå ôóíêöèè y(x) èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 13.

Ðèñ. 13

� Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x = −2 ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y′(x) ìåíÿåò
çíàê ñ ¾+¿ íà ¾−¿ . Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà x = −2 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ñòðîãîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè y(x) .

Íàéäåì çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå ìàêñèìóìà x = −2 :

y(−2) = −2

Ïîñêîëüêó y′(x) → ∞ ïðè x → −2, òî êàñàòåëüíàÿ â ýòîé òî÷êå
âåðòèêàëüíàÿ.

� Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x = −
√
2 ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y′(x)

ìåíÿåò çíàê ñ ¾−¿ íà ¾+¿ . Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà x = −
√
2 ÿâëÿåòñÿ

òî÷êîé ñòðîãîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè y(x) .

Íàéäåì çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå ìèíèìóìà x = −
√
2 :

14



y(−
√
2) = −

√
2−

√
|2− 4| = −2

√
2

Ïîñêîëüêó y′(−
√
2) = 0, òî êàñàòåëüíàÿ â ýòîé òî÷êå ãîðèçîíòàëüíàÿ.

� Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x = 2 ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y′(x) ìåíÿåò
çíàê ñ ¾+¿ íà ¾−¿ . Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà x = −2 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ñòðîãîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè y(x) .

Íàéäåì çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå ìàêñèìóìà x = 2 :

y(2) = 2

Ïîñêîëüêó y′(x) → ∞ ïðè x → 2, òî êàñàòåëüíàÿ â ýòîé òî÷êå
âåðòèêàëüíàÿ.

6. Íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè, òî÷êè ïåðåãèáà

Íàéäåì èíòåðâàëû, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ

y(x) = x−
√
|x2 − 4|

ñîõðàíÿåò íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè, è íàéäåì òî÷êè ïåðåãèáà (åñëè îíè åñòü).
Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y(x).

� ïðè |x| > 2

y′′ =

(
1− x√

x2 − 4

)′
= −

√
x2 − 4− x · x√

x2 − 4
x2 − 4

=
4

(x2 − 4)
3
2

� ïðè |x| < 2

y′′ =

(
1 +

x√
4− x2

)′
=

√
4− x2 − x · (−x)√

4− x2

4− x2
=

4

(4− x2)
3
2
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Òàêèì îáðàçîì, y′′(x) ïîëîæèòåëüíà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x ∈ (−∞, +∞).
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ y(x) íà âñåõ èíòåðâàëàõ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé âíèç.
Òî÷åê ïåðåãèáà ó íåå íåò.

Äîïîëíèì ñõåìó ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñóíêå 13, äàí-
íûìè î íàïðàâëåíèè âûïóêëîñòè ôóíêöèè (ðèñ. 14).

Ðèñ. 14

7. Ïðîìåæóòêè, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííûé çíàê,
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè

y(x) = x−
√
|x2 − 4|

íàéäåì èíòåðâàëû, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíà. Äëÿ ýòîãî ðåøèì
íåðàâåíñòâî

x−
√

|x2 − 4| > 0

x >
√

|x2 − 4|
Ïîñêîëüêó êâàäðàòíûé êîðåíü íåîòðèöàòåëåí, òî ïðè x < 0 äàííîå íåðà-
âåíñòâî ðåøåíèé íå èìååò. Â ñëó÷àå x ⩾ 0 ïîëó÷àåì

x2 > |x2 − 4|

� Ïðè x ⩾ 2 íåðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä

x2 > x2 − 4

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå x ∈ (2,+∞) ÿâëÿþòñÿ åãî ðåøåíèÿìè.

� Ïðè 0 ⩽ x < 2 íàõîäèì
x2 > 4− x2

x2 > 2

x >
√
2

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèÿìè íåðàâåíñòâà áóäóò x ∈ (
√
2, 2].
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Îáúåäèíÿÿ âìåñòå îáà ñëó÷àÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ ïî-
ëîæèòåëüíà ïðè x ∈ (

√
2,+∞) è, ñîîòâåòñòâåííî, îòðèöàòåëüíà ïðè

x ∈ (−∞,
√
2).

� Òî÷êà (
√
2; 0) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà

ôóíêöèè ñ îñüþ Ox,

� òî÷êà (−2; 0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñüþ
Oy.

Äîáàâèì íà ñõåìó ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 14, èíôîð-
ìàöèþ î çíàêàõ ôóíêöèè (ðèñ. 15).

Ðèñ. 15

Â ðåçóëüòàòå íà ðèñ. 15 â ñõåìàòè÷åñêîé ôîðìå ïðåäñòàâëåí áîëüøîé îáúåì
äàííûõ î ñâîéñòâàõ ôóíêöèè

y(x) = x−
√
|x2 − 4|

8. Ãðàôèê ôóíêöèè

Ïðèñòóïèì ê ïîñòðîåíèþ ãðàôèêà ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî áóäåì äîïîëíÿòü
ðèñ. 11, ðàññìàòðèâàÿ ïî î÷åðåäè èíòåðâàëû ñ îäíîòèïíûì ïîâåäåíèåì ôóíê-
öèè.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà èíòåðâàë (−∞,−2).
Êàê ìû âûÿñíèëè ðàíåå, ïðè x → −∞ ãðàôèê ôóíêöèè èìååò íàêëîí-

íóþ àñèìïòîòó y = 2x, ïðè÷åì ïðèáëèæàåòñÿ ê àñèìïòîòå ñâåðõó.
Èç ñõåìû íà ðèñóíêå 15 âèäíî, ÷òî íà èíòåðâàëå (−∞,−2) ôóíêöèÿ

ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ è ðàñòåò èç −∞ äî −2 , îñòàâàÿñü âû-
ïóêëîé âíèç.

Â òî÷êå (−2 ; −2) êàñàòåëüíàÿ âåðòèêàëüíà.
Òåïåðü èçîáðàçèì ó÷àñòîê (−∞,−9) íà ãðàôèêå (ðèñ. 16)
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Ðèñ. 16

Â òî÷êå x = −2 ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ñ âåðòèêàëü-
íîé êàñàòåëüíîé. Ñïðàâà îò ýòîé òî÷êè ôóíêöèÿ áóäåò óáûâàòü.

Ðàññìîòðèì èíòåðâàë (−2,−
√
2). Èç ñõåìû íà ðèñóíêå 15 (ïðèâîäèì å¼

åù¼ ðàç)

âèäíî, ÷òî íà èíòåðâàëå (−2,−
√
2) ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå

çíà÷åíèÿ è óáûâàåò îò −2 äî −2
√
2, îñòàâàÿñü âûïóêëîé âíèç. Â òî÷êå

(−2 ; −2
√
2) êàñàòåëüíàÿ ãîðèçîíòàëüíà. Èçîáðàçèì ýòîò ó÷àñòîê íà ãðàôè-

êå (ðèñ. 17)
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Ðèñ. 17

Â òî÷êå x = −
√
2 ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ñ ãîðèçîíòàëü-

íîé êàñàòåëüíîé. Ñïðàâà îò ýòîé òî÷êè ôóíêöèÿ áóäåò ðàñòè.
Òåïåðü ïåðåéäåì ê èíòåðâàëó (−

√
2,
√
2). Èç ñõåìû íà ðèñóíêå 15

âèäèì, ÷òî íà èíòåðâàëå (−
√
2,
√
2) ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå

çíà÷åíèÿ è ðàñòåò îò −2
√
2 äî 0, îñòàâàÿñü âûïóêëîé âíèç. Â òî÷êå

(
√
2; , 0) ôóíêöèÿ ïåðåñåêàåò îñü Ox.
Èçîáðàçèì ýòîò ó÷àñòîê íà ãðàôèêå (ðèñ. 18)
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Ðèñ. 18

Íà èíòåðâàëå (
√
2, 2) ôóíêöèÿ ïðîäîëæàåò ðàñòè. Èç ñõåìû íà ðèñóíêå 15

âèäèì, ÷òî íà èíòåðâàëå (
√
2, 2) ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà-

÷åíèÿ è ðàñòåò îò 0 äî 2, îñòàâàÿñü âûïóêëîé âíèç. Â òî÷êå (2; , 2)
êàñàòåëüíàÿ âåðòèêàëüíà.

Èçîáðàçèì ýòîò ó÷àñòîê íà ãðàôèêå (ðèñ. 19)
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Ðèñ. 19

Â òî÷êå x = 2 ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ñ âåðòèêàëüíîé
êàñàòåëüíîé. Ñïðàâà îò ýòîé òî÷êè ôóíêöèÿ óáûâàåò.

È, íàêîíåö, ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé èíòåðâàë (2,+∞). Â ñîîòâåòñòâèè
ñî ñõåìîé íà ðèñóíêå 15

íà èíòåðâàëå (2,+∞) ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, óáûâà-
åò îò 2 äî 0 , âûïóêëà âíèç. Ïðè x → +∞ ãðàôèê ôóíêöèè ïðèáëèæàåòñÿ
ê ãîðèçîíòàëüíîé àñèìïòîòå y = 0 ñâåðõó. Èçîáðàæàåì ýòîò ó÷àñòîê è
ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé ãðàôèê (ðèñ.20).
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Ðèñ. 20

Íà ýòîì ìû çàêàí÷èâàåì òåìó ¾Ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé¿.

Cïàñèáî çà âíèìàíèå.
Íå áîëåéòå!
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