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Ñàìàðîâà Ñ.Ñ.

Ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ äèñòàíöèîííûõ çàíÿòèé ïî äèñöèïëèíå
¾Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿

1 êóðñ

Ïîñîáèå ïîñâÿùåíî ïðèìåíåíèþ ïðîèçâîäíûõ äëÿ ïîèñêà èíòåðâàëîâ âîç-
ðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíêöèé, èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèé íà âûïóêëîñòü, íà-
õîæäåíèÿ ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèé è òî÷åê ïåðåãèáà. Êîíå÷íîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ
ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé íà îñíîâå èññëåäîâàíèÿ èõ ñâîéñòâ, ïðîâåäåí-
íîãî ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíûõ.

Íåîáõîäèìûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ âûäåëåíû â òåêñòå ñåðûì ôîíîì.

Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé, ïðèìåíÿåìàÿ äëÿ

ïîñòðîåíèÿ èõ ãðàôèêîâ

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) íåîáõîäèìî ïðîâåñòè èññëå-
äîâàíèå ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

1. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(f).

2. Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f(x) ÷åòíîé èëè íå÷åòíîé.

Â ñëó÷àå, åñëè f(x) îêàçàëàñü ÷åòíîé, òî å¼ ãðàôèê äîñòàòî÷íî ïîñòðî-
èòü äëÿ x ⩾ 0, à çàòåì ñèììåòðè÷íî îòðàçèòü åãî îòíîñèòåëüíî îñè
Oy.
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Â ñëó÷àå, åñëè f(x) îêàçàëàñü íå÷åòíîé, òî å¼ ãðàôèê äîñòàòî÷íî ïî-
ñòðîèòü äëÿ x ⩾ 0, à çàòåì ñèììåòðè÷íî îòðàçèòü åãî îòíîñèòåëüíî
íà÷àëà êîîðäèíàò.

3. Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f(x) ïåðèîäè÷åñêîé.

Â ñëó÷àå, åñëè f(x) îêàçàëàñü ïåðèîäè÷åñêîé, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü
ãðàôèê íà îäíîì ïåðèîäå, à çàòåì ñäâèãàòü ïîñòðîåííûé ãðàôèê âïðàâî
è âëåâî.

4. Íàéòè àñèìïòîòû ãðàôèêà ôóíêöèè.

Äëÿ ìíîãèõ ôóíêöèé ñóùåñòâóþò ïðÿìûå, ê êîòîðûì ãðàôèêè ôóíê-
öèé íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàþòñÿ. Òàêèå ïðÿìûå íàçûâàþò àñèìïòîòà-
ìè. Èõ òî÷íîå îïðåäåëåíèå è ñïîñîáû èõ ïîèñêà ìû ïðèâåäåì ÷óòü ïîçæå
íà ïðèìåðå ïîñòðîåíèÿ êîíêðåòíîãî ãðàôèêà.

Êàê ìû óâèäèì äàëåå, àñèìïòîòû áûâàþò âåðòèêàëüíûìè, ãîðèçîíòàëü-
íûìè è íàêëîííûìè.

5. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f ′(x) è ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé íàé-
òè êðèòè÷åñêèå òî÷êè, èíòåðâàëû âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ, ýêñòðåìóìû
ôóíêöèè f(x). Åñëè â òî÷êå ýêñòðåìóìà ïðîèçâîäíàÿ íå ñóùåñòâóåò, òî
íóæíî óêàçàòü òàíãåíñû óãëîâ íàêëîíà êàñàòåëüíûõ ñïðàâà è ñëåâà.

6. Âû÷èñëèòü âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f ′′(x) è ñ ïîìîùüþ âòî-
ðîé ïðîèçâîäíîé íàéòè èíòåðâàëû, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà
ââåðõ, èíòåðâàëû, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà âíèç, è òî÷êè
ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x). Â òî÷êàõ ïåðåãèáà íåîáõîäèìî
óêàçàòü òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé.

7. Íàéòè, åñëè âîçìîæíî, òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè f(x) ñ
îñÿìè êîîðäèíàò.

8. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè, ñîãëàñîâàííûé ñ ðåçóëüòàòàìè ïðîâåäåííî-
ãî èññëåäîâàíèÿ.

Çàìå÷àíèå 1. Æåëàòåëüíî ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæàòü íà ÷èñëîâîé îñè
ïîâåäåíèå ôóíêöèè ïàðàëëåëüíî ñ ïðîâåäåíèåì èññëåäîâàíèÿ å¼ ñâîéñòâ ïî
îïèñàííîìó âûøå ïëàíó.
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Ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðèìåíåíèå îïèñàííîé ñõåìû íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ çà-
äà÷è èç ýêçàìåíàöèîííîé êîíòðîëüíîé ðàáîòû.

Çàäà÷à 1 Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè

y =
(x+ 1)3

x2
(1)

Ðåøåíèå.
1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè (1) ÿâëÿåòñÿ âñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ, çà
èñêëþ÷åíèåì òî÷êè x = 0, , òî åñòü D(f) = (−∞, 0) ∪ (0,+∞).

2. ×åòíîñòü

Ôóíêöèÿ (1) íå ÿâëÿåòñÿ íè ÷åòíîé, íè íå÷åòíîé.
3. Ïåðèîäè÷íîñòü

Ôóíêöèÿ (1) íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.
4. Àñèìïòîòû

Âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû

Îïðåäåëåíèå 1 Ïðÿìóþ x = x0 íàçûâàþò âåðòèêàëüíîé àñèìïòî-
òîé ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) ïðè x → x0 ñïðàâà, åñëè ôóíêöèÿ
f(x) îïðåäåëåíà íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (x0, b) è ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
x→x0+0

f(x) = ∞

Îïðåäåëåíèå 2 Ïðÿìóþ x = x0 íàçûâàþò âåðòèêàëüíîé àñèìïòî-
òîé ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) ïðè x → x0 ñëåâà, åñëè ôóíêöèÿ f(x)
îïðåäåëåíà íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a, x0) è ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
x→x0−0

f(x) = ∞

Ïîñêîëüêó ïðè x → 0

lim
x→+0

(x+ 1)3

x2
= +∞ è lim

x→−0

(x+ 1)3

x2
= +∞

òî ïðÿìàÿ x = 0 ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè

y =
(x+ 1)3

x2
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êàê ñïðàâà, òàê è ñëåâà. Èçîáðàçèì ýòó àñèìïòîòó íà ðèñóíêå 1

Ðèñ. 1

Íàêëîííûå àñèìïòîòû

Îïðåäåëåíèå 3 Ïðÿìóþ y = kx+b íàçûâàþò íàêëîííîé àñèìïòîòîé
ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) ïðè x → +∞ , åñëè ôóíêöèÿ f(x)
îïðåäåëåíà íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a,+∞) è ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
x→+∞

{
f(x)− (kx+ b)

}
= 0

Îïðåäåëåíèå 4 Ïðÿìóþ y = kx+b íàçûâàþò íàêëîííîé àñèìïòîòîé
ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) ïðè x → −∞ , åñëè ôóíêöèÿ f(x)
îïðåäåëåíà íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (−∞, b) è ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
x→−∞

{
f(x)− (kx+ b)

}
= 0

Ãîðèçîíòàëüíûå àñèìïòîòû y = b ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íàêëîí-
íûõ àñèìïòîò y = kx+ b , êîãäà óãëîâîé êîýôôèöèåíò k = 0.

Ïîèñê íàêëîííûõ àñèìïòîò ãðàôèêîâ ôóíêöèé

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ïîèñêà íàêëîííûõ àñèìïòîò.
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Ñïîñîá 1.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè íàêëîííóþ àñèìïòîòó y = kx+ b ãðàôèêà ôóíê-
öèè y = f(x) ïðè x → +∞ (èëè óáåäèòüñÿ, ÷òî íàêëîííîé àñèìïòîòû
ïðè x → +∞ íå ñóùåñòâóåò), íóæíî ñîâåðøèòü 2 îïåðàöèè:

� Íàéòè k, âû÷èñëèâ ïðåäåë

k = lim
x→+∞

f(x)

x
(2)

Åñëè ïðåäåë (2) íå ñóùåñòâóåò èëè ñóùåñòâóåò, íî ðàâåí ∞ , òî
äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî ó ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) ïðè x → +∞
íàêëîííûõ àñèìïòîò íåò.

� Íàéòè b, âû÷èñëèâ ïðåäåë

b = lim
x→+∞

(
f(x)− kx

)
(3)

Åñëè ïðåäåë (3) íå ñóùåñòâóåò èëè ñóùåñòâóåò, íî ðàâåí ∞ , òî
äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî ó ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) ïðè x → +∞
íàêëîííûõ àñèìïòîò íåò.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïîñòóïàåì äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè íàêëîííóþ
àñèìïòîòó ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) ïðè x → −∞ èëè óáåäèòü-
ñÿ, ÷òî íàêëîííîé àñèìïòîòû ïðè x → −∞ íå ñóùåñòâóåò.

Âûÿñíèì ñ ïîìîùüþ ñïîñîáà 1, èìåþòñÿ ëè íàêëîííûå àñèìïòîòû ó ãðà-
ôèêà ôóíêöèè

y =
(x+ 1)3

x2

Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà èññëåäóåì ñëó÷àé x → +∞

k = lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

(x+ 1)3

x3
= lim

x→+∞

(
1 +

1

x

)3

= 1

b = lim
x→+∞

(
f(x)− kx

)
= lim

x→+∞

(
(x+ 1)3

x2
− x

)
=

= lim
x→+∞

x3 + 3x2 + 3x+ 1− x3

x2
= lim

x→+∞

(
3 +

3

x
+

1

x2

)
= 3
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Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìàÿ y = x + 3 ÿâëÿåòñÿ íàêëîííîé àñèìïòîòîé
ãðàôèêà ôóíêöèè

y =
(x+ 1)3

x2

ïðè x → +∞.
Òî÷íî òàê æå èññëåäóåì ñëó÷àé x → −∞

k = lim
x→−∞

f(x)

x
= lim

x→−∞

(x+ 1)3

x3
= lim

x→−∞

(
1 +

1

x

)3

= 1

b = lim
x→−∞

(
f(x)− kx

)
= lim

x→−∞

(
(x+ 1)3

x2
− x

)
=

= lim
x→−∞

x3 + 3x2 + 3x+ 1− x3

x2
= lim

x→−∞

(
3 +

3

x
+

1

x2

)
= 3

Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìàÿ y = x + 3 ÿâëÿåòñÿ íàêëîííîé àñèìïòîòîé
ãðàôèêà ôóíêöèè

y =
(x+ 1)3

x2

ïðè x → −∞.

Ñïîñîá 2.

Â ñëó÷àå, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïðîèçâîäíîé f ′(x) ïðè x → +∞, òî

k = lim
x→+∞

f ′(x)

Ïðàâäà, åñëè òàêîãî êîíå÷íîãî ïðåäåëà íå ñóùåñòâóåò, òî ýòî íå ãàðàíòè-
ðóåò òîãî, ÷òî íàêëîííàÿ àñèìïòîòà íå ñóùåñòâóåò.
Äàëåå, êàê è â ñïîñîáå 1, íàõîäèì

b = lim
x→+∞

(
f(x)− kx

)
Ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ïîñòóïàåì è ïðè x → −∞.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ñïîñîá 2 íà ïðèìåðå ïîèñêà íàêëîííîé àñèìïòîòû ãðà-
ôèêà ôóíêöèè

y =
(x+ 1)3

x2
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ïðè x → +∞.
Ñ ýòîé öåëüþ âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ

y′ =

(
(x+ 1)3

x2

)′
=

3(x+ 1)2x2 − 2x(x+ 1)3

x4
=

=
(x+ 1)2

(
3x− 2(x+ 1)

)
x3

=
(x+ 1)2(x− 2)

x3
(4)

Çàìå÷àíèå 2. Ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíîé íàäî ñòàðàòüñÿ ïî âîçìîæ-
íîñòè íå ðàñêðûâàòü ñêîáêè, òàê êàê â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ èññëå-
äîâàòü çíàêè ïðîèçâîäíîé è åå ïðèäåòñÿ ðàñêëàäûâàòü íà ìíîæèòåëè.

Íàéäåì ïðåäåë ïðîèçâîäíîé

k = lim
x→+∞

y′ = lim
x→+∞

(x+ 1)2(x− 2)

x3
= lim

x→+∞

(
1 +

1

x

)2(
1− 2

x

)
= 1

÷òî ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì ïðè ñïîñîáå 1. Äàëåå, êàê è â ñïî-
ñîáå 1, íàõîäèì

b = lim
x→−∞

(
(x+ 1)3

x2
− x

)
= 3

è ïîëó÷àåì àñèìïòîòó y = x+ 3 ïðè x → +∞.

Ñïîñîá 3.
Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ñïîñîá, ïðè êîòîðîì íóæíî ïðåäñòàâèòü
ôóíêöèþ y = f(x) â âèäå

y = kx+ b+ o(1)

ïðè x → +∞ ( x → −∞ ).
Ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ýòîãî ëþáûå äîñòóïíûå ïðèåìû (íàïðèìåð, âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèÿìè ôóíêöèé ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà).

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè ïðîùå âñåãî âûäåëèòü öåëóþ ÷àñòü äðîáè

y =
(x+ 1)3

x2
=

x3 + 3x2 + 3x+ 1

x2
= x+ 3 +

3x+ 1

x2
= x+ 3 + o(1)

Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæíî íå òîëüêî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ïðÿ-
ìàÿ y = x + 3 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé ãðàôèêà êàê ïðè x → +∞, òàê
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è ïðè x → −∞, íî è ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ. Íàïðèìåð,
ïîñêîëüêó ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ x

3x+ 1

x2
> 0

òî ïðè x → +∞ ãðàôèê áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ ê àñèìïòîòå ñâåðõó. À ïðè
x → −∞

3x+ 1

x2
< 0

è ãðàôèê áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ ê àñèìïòîòå ñíèçó.
Äîáàâèì àñèìïòîòó y = x+ 3 ê ðèñóíêó 1 (ðèñ. 2).

Ðèñ. 2

5. Èíòåðâàëû âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ, ýêñòðåìóìû

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíêöèè íà

èíòåðâàëå

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè èíòåðâàëû, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò èëè
óáûâàåò, ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä, îñíîâàííûé íà àíàëèçå çíàêîâ ïðîèç-
âîäíîé ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè. Ñóòü ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþ-
ùåì.
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Óòâåðæäåíèå 1 Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå
(a, b).

1. Åñëè äëÿ âñåõ x ∈ (a, b) ïðîèçâîäíàÿ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

f ′(x) > 0

òî ôóíêöèÿ f(x) ñòðîãî âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå (a, b);

2. Åñëè äëÿ âñåõ x ∈ (a, b) ïðîèçâîäíàÿ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

f ′(x) < 0

òî ôóíêöèÿ f(x) ñòðîãî óáûâàåò íà èíòåðâàëå (a, b).

Ýêñòðåìóìû ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 5 Êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ôóíêöèè íàçûâàþò òàêóþ òî÷-
êó, â êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ðàâíà íóëþ èëè íå ñóùåñòâóåò.

Îïðåäåëåíèå 6 Òî÷êó x0 íàçûâàþò òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàê-
ñèìóìà ôóíêöèè f(x), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(x0),
÷òî äëÿ âñåõ x ∈ U̇(x0), âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f(x) < f(x0)

Îïðåäåëåíèå 7 Òî÷êó x0 íàçûâàþò òî÷êîé ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìè-
íèìóìà ôóíêöèè f(x), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(x0),
÷òî äëÿ âñåõ x ∈ U̇(x0), âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f(x) > f(x0)

Îïðåäåëåíèå 8 Òî÷êè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ôóíêöèè íàçûâàþò
òî÷êàìè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè, à çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êàõ ýêñòðå-
ìóìà íàçûâàþò ýêñòðåìóìàìè ôóíêöèè.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà

Óòâåðæäåíèå 2 Åñëè òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà ôóíê-
öèè f(x), òî îíà ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ýòîé ôóíêöèè
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Ïî ýòîé ïðè÷èíå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè ÷àñòî íàçûâàþò ¾òî÷êàìè,
ïîäîçðèòåëüíûìè íà ýêñòðåìóì¿.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà

Óòâåðæäåíèå 3 Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x), íåïðåðûâíóþ â íåêîòî-
ðîé îêðåñòíîñòè U(x0) è äèôôåðåíöèðóåìóþ â ïðîêîëîòîé îêðåñòíî-
ñòè U̇(x0). Òîãäà

à) åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå:

f ′(x) > 0 ïðè âñåõ x < x0 è f ′(x) < 0 ïðè âñåõ x > x0 ,

òî òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè
f(x);

á) åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå:

f ′(x) < 0 ïðè âñåõ x < x0 è f ′(x) > 0 ïðè âñåõ x > x0 ,

òî òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x).

Çàìå÷àíèå 3. Óñëîâèÿ à) è á) óòâåðæäåíèÿ 3 ÷àñòî ôîðìóëèðóþò òàê:
¾Åñëè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x0 ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ìåíÿåò çíàê ñ
¾+¿ íà ¾−¿ , òî òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà ôóíêöèè. Åñëè
ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x0 ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ìåíÿåò çíàê ñ ¾−¿
íà ¾+¿ , òî òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè¿.

Ïðîâåäåì èññëåäîâàíèå ôóíêöèè

y =
(x+ 1)3

x2
(5)

íà ýêñòðåìóìû, èíòåðâàëû âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ, èñïîëüçóÿ óæå âû÷èñ-
ëåííóþ ðàíåå ïðîèçâîäíóþ

y′ =
(x+ 1)2(x− 2)

x3

(ñì. ôîðìóëó (4)).
Îïðåäåëèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè. Ðåøàÿ óðàâíåíèå
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(x+ 1)2(x− 2)

x3
= 0,

íàõîäèì, ÷òî òî÷êè x = −1 è x = 2 ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè.
Èçîáðàçèì íà ðèñóíêå 3 äèàãðàììó çíàêîâ ïðîèçâîäíîé y′(x). Äëÿ ýòîãî

îòìåòèì íà ÷èñëîâîé îñè êðèòè÷åñêèå òî÷êè, à òàêæå òî÷êó x = 0, â êîòîðîé
ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà, íî ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ýòó òî÷êó ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò
çíàê.

Ðèñ. 3

Íà èíòåðâàëàõ (−∞,−1) , (−1, 0) è (2,+∞) ïðîèçâîäíàÿ y′(x) ïîëî-
æèòåëüíà, çíà÷èò, ôóíêöèÿ (4) âîçðàñòàåò íà ýòèõ èíòåðâàëàõ. Íà èíòåðâàëå
(0, 2) ïðîèçâîäíàÿ y′(x) îòðèöàòåëüíà, çíà÷èò, ôóíêöèÿ (4) óáûâàåò íà ýòîì
èíòåðâàëå. Ñõåìàòè÷åñêè ïîâåäåíèå ôóíêöèè (4)) èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 4.

Ðèñ. 4

Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x = −1 ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y′(x) çíàê íå
ìåíÿåò, çíà÷èò, â ýòîé òî÷êå ýêñòðåìóìà íåò. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x = 2
ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y′(x) ìåíÿåò çíàê ñ ¾−¿ íà ¾+¿ . Ñëåäîâàòåëüíî,
òî÷êà x = 2 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñòðîãîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè (4).

Íàéäåì çíà÷åíèå ôóíêöèè (4) â òî÷êå ìèíèìóìà x = 2 :

y(2) =
27

4

6. Íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè, òî÷êè ïåðåãèáà
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Íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 9 Ôóíêöèþ f(x) íàçûâàþò âûïóêëîé ââåðõ íà èíòåð-
âàëå (a, b) , åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x1 ∈ (a, b) è x2 ∈ (a, b) òàêèõ,
÷òî x1 < x2, ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x) ðàñïîëîæåí âûøå îòðåçêà,
ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè A1 = (x1; f(x1)) è A2 = (x2; f(x2)).

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ, ãðàôèê êîòîðîé èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 5, âûïóêëà
ââåðõ íà èíòåðâàëå (a, b) .

Ðèñ. 5

Îïðåäåëåíèå 10 Ôóíêöèþ f(x) íàçûâàþò âûïóêëîé âíèç íà èíòåð-
âàëå (a, b) , åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê x1 ∈ (a, b) è x2 ∈ (a, b) òàêèõ,
÷òî x1 < x2, ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x) ðàñïîëîæåí íèæå îòðåçêà,
ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè A1 = (x1; f(x1)) è A2 = (x2; f(x2)).

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ, ãðàôèê êîòîðîé èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 6, âûïóêëà
âíèç íà èíòåðâàëå (a, b) .
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Ðèñ. 6

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïóêëîñòè ââåðõ è âûïóêëîñòè âíèç

ôóíêöèè

Ïðè èññëåäîâàíèè íàïðàâëåíèÿ âûïóêëîñòè ôóíêöèè (âûïóêëîñòü ââåðõ
èëè âûïóêëîñòü âíèç) âàæíóþ ðîëü èãðàåò âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ýòîé
ôóíêöèè.

Óòâåðæäåíèå 4 Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x), èìååò íà èíòåðâàëå (a, b)
âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ.

à) Åñëè äëÿ âñåõ x ∈ (a, b) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f ′′(x) > 0 ,

òî f(x) âûïóêëà âíèç íà èíòåðâàëå (a, b) ;

á) Åñëè äëÿ âñåõ x ∈ (a, b) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f ′′(x) < 0 ,

òî f(x) âûïóêëà ââåðõ íà èíòåðâàëå (a, b) .
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Òî÷êè ïåðåãèáà

Îïðåäåëåíèå 11 Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà íåêîòîðîì èí-
òåðâàëå (a, b), ñîäåðæàùåì òî÷êó x0. Ãîâîðÿò, ÷òî ïðè ïåðåõîäå
÷åðåç òî÷êó x0 ôóíêöèÿ f(x) ìåíÿåò íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè, åñëè
íà îäíîì èç èíòåðâàëîâ (a, x0) è (x0, b) ôóíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ, à íà
äðóãîì � âûïóêëà âíèç.

Îïðåäåëåíèå 12 Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà íåêîòîðîì èí-
òåðâàëå (a, b), ñîäåðæàùåì òî÷êó x0, à ó ãðàôèêà ôóíêöèè â òî÷êå(
x0; f(x0)

)
ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ïðè ïåðåõî-

äå ÷åðåç òî÷êó x0 ìåíÿåò íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè, òî òî÷êó x0
íàçûâàþò òî÷êîé ïåðåãèáà ôóíêöèè f(x) .

Çàìå÷àíèå 4. Åñëè x0 � òî÷êà ïåðåãèáà ôóíêöèè f(x) , òî ãðàôèê
ôóíêöèè f(x) ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x0 ïåðåõîäèò ñ îäíîé ñòîðîíû
îò êàñàòåëüíîé â òî÷êå

(
x0; f(x0)

)
íà äðóãóþ ñòîðîíó îò êàñàòåëüíîé,

òî åñòü ¾ïåðåãèáàåòñÿ¿ ÷åðåç êàñàòåëüíóþ.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òî÷êè ïåðåãèáà ðàññìîòðèì òî÷êó x = 0 íà ãðàôèêå
ôóíêöèè y = x3, (ðèñ. 7).

Ðèñ. 7

Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x = 0 ãðàôèê ôóíêöèè ïåðåõîäèò èç íèæíåé
ïîëóïëîñêîñòè â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü, òî åñòü ¾ïåðåãèáàåòñÿ¿ ÷åðåç
êàñàòåëüíóþ y = 0.
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Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè ïåðåãèáà

Óòâåðæäåíèå 5 Åñëè òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà ãðàôèêà
ôóíêöèè f(x) , òî â òî÷êå x0 ëèáî âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′′(x) = 0,
ëèáî f ′′(x) íå ñóùåñòâóåò.

Çàìå÷àíèå 5. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè ïåðåãèáà, ñôîðìóëèðîâàí-
íûå â óòâåðæäåíèè 3, ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè, íî íå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷-
íûìè.

Íàéäåì èíòåðâàëû, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ

y =
(x+ 1)3

x2
(6)

ñîõðàíÿåò íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè, è íàéäåì òî÷êè ïåðåãèáà (åñëè îíè åñòü).
Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè (6), âîñïîëüçîâàâøèñü
íàéäåííîé ðàíåå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé y′ (ôîðìóëà (4))

y′′ =

(
(x+ 1)2(x− 2)

x3

)′
=

=

[
2(x+ 1)(x− 2) + (x+ 1)2

]
x3 − 3x2(x+ 1)2(x− 2)

x6
=

=
(x+ 1)

{[
2(x− 2) + (x+ 1)

]
x− 3(x+ 1)(x− 2)

}
x4

=

=
(x+ 1)

{
3x2 − 3x− 3x2 − 3x+ 6x+ 6

}
x4

=
6(x+ 1)

x4

Èçîáðàçèì äèàãðàììó çíàêîâ âòîðîé ïðîèçâîäíîé y′′ (ðèñ. 8)

Ðèñ. 8
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Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x = −1 âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y′′

ìåíÿåò çíàê ñ ¾−¿ íà ¾+¿ . Ñëåäîâàòåëüíî, x = −1 � òî÷êà ïåðåãèáà
ãðàôèêà ôóíêöèè f(x) .

Íàéäåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) è ïðîèçâîäíîé f ′(x) â òî÷êå ïåðåãèáà

f(−1) = 0, f ′(−1) = 0.

Çíà÷èò, x = −1 � òî÷êà ïåðåãèáà ñ ãîðèçîíòàëüíîé êàñàòåëüíîé.
Ïðè x < −1 ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà ââåðõ, ïðè x > −1 ôóíêöèÿ

f(x) âûïóêëà âíèç.
Äîïîëíèì ñõåìó ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñóíêå 4, äàí-

íûìè î íàïðàâëåíèè âûïóêëîñòè ôóíêöèè (ðèñ. 9).

Ðèñ. 9

7. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò

Ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôèêîâ ôóíêöèé íåîáõîäèìî, ãäå ýòî âîçìîæíî, óêà-
çûâàòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè

y =
(x+ 1)3

x2

� òî÷êà (−1; 0) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà
ôóíêöèè ñ îñüþ Ox,

� òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñüþ Oy íåò, ïîñêîëüêó x = 0
íå âõîäèò â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè.

Äîáàâèì íà ñõåìó ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 9, èíôîð-
ìàöèþ î çíàêàõ ôóíêöèè (ðèñ. 10).
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Ðèñ. 10

Â ðåçóëüòàòå íà ðèñ. 10 â ñõåìàòè÷åñêîé ôîðìå îêàçàëñÿ ïðåäñòàâëåííûì
áîëüøîé îáúåì äàííûõ î ñâîéñòâàõ ôóíêöèè

y =
(x+ 1)3

x2

8. Ãðàôèê ôóíêöèè

Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèñòóïèòü ê ïîñòðîåíèþ ãðàôèêà ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî
áóäåì äîïîëíÿòü ðèñ. 2, ðàññìàòðèâàÿ ïî î÷åðåäè èíòåðâàëû ñ îäíîòèïíûì
ïîâåäåíèåì ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà èíòåðâàë (−∞,−1). Êàê ìû âûÿñíèëè ðàíåå, ïðè
x → −∞ ãðàôèê ôóíêöèè èìååò àñèìïòîòó y = x+3 è ðàñïîëàãàåòñÿ ñíèçó
îò íåå. Èç ñõåìû íà ðèñóíêà 10 âèäíî, ÷òî íà èíòåðâàëå (−∞,−1) ôóíê-
öèÿ ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ è ðàñòåò èç −∞ äî 0 , îñòàâàÿñü
âûïóêëîé ââåðõ. Èçîáðàçèì ýòîò ó÷àñòîê íà ãðàôèêå (ðèñ. 11)

Ðèñ. 11
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Â òî÷êå ïåðåãèáà (−1 ; 0) ñ ãîðèçîíòàëüíîé êàñàòåëüíîé èçìåíÿåòñÿ
íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè ãðàôèêà, ôóíêöèÿ ïðîäîëæàåò ðàñòè.

Ðàññìîòðèì èíòåðâàë (−1, 0). Êàê ìû âûÿñíèëè ðàíåå, ïðè x → −0
ãðàôèê ôóíêöèè èìååò âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó x = 0 è f(x) → +∞ ïðè
x → −0 . Èç ñõåìû íà ðèñóíêå 10 (ïðèâîäèì å¼ åù¼ ðàç)

âèäíî, ÷òî íà èíòåðâàëå (−1, 0) ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ è ðàñòåò îò 0 äî +∞, îñòàâàÿñü âûïóêëîé âíèç. Èçîáðàçèì ýòîò
ó÷àñòîê íà ãðàôèêå (ðèñ. 12)

Ðèñ. 12

Òåïåðü ïåðåéäåì ê èíòåðâàëó (0, 2). Ïðè x → +0 ãðàôèê ôóíêöèè
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èìååò âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó x = 0 è f(x) → +∞ ïðè x → +0 . Èç
ñõåìû íà ðèñóíêå 10

âèäèì, ÷òî íà èíòåðâàëå (0, 2) ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ

è óáûâàåò îò +∞, äî
27

4
, îñòàâàÿñü âûïóêëîé âíèç. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà(

2 ;
27

4

)
ðàñïîëîæåíà âûøå íàêëîííîé àñèìïòîòû y = x+ 3, ïîñêîëüêó

27

4
> 5

Â òî÷êå x = 2 ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Ñïðàâà îò
ýòîé òî÷êè ôóíêöèÿ áóäåò ðàñòè.

Èçîáðàçèì ýòîò ó÷àñòîê íà ãðàôèêå (ðèñ. 12)

Ðèñ. 12

19



È, íàêîíåö, ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé èíòåðâàë (2,+∞). Â ñîîòâåòñòâèè
ñî ñõåìîé íà ðèñóíêå 10

íà èíòåðâàëå (2,+∞) ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, âîç-

ðàñòàåò îò
27

4
äî +∞ , âûïóêëà âíèç. Ïðè x → +∞ ãðàôèê ôóíêöèè

ïðèáëèæàåòñÿ ê íàêëîííîé àñèìïòîòå y = x + 3 ñâåðõó. Èçîáðàæàåì ýòîò
ó÷àñòîê è ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé ãðàôèê (ðèñ.13).

Ðèñ. 13
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Ðåøèì åù¼ îäíó çàäà÷ó íà ïîñòðîåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè (ýêçàìåíàöèîí-
íàÿ êîíòðîëüíàÿ 2015/2016 ó÷. ã.)

Çàäà÷à 2 Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè

y =
−2x3 + x2 − 1

x2 − 1
(7)

Ðåøåíèå.

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè (7) ÿâëÿåòñÿ âñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ, çà
èñêëþ÷åíèåì òî÷åê x = ±1 , òî åñòü D(f) = (−∞,−1)∪ (−1, 1)∪ (1,+∞).

2. ×åòíîñòü

Ôóíêöèÿ (7) íå ÿâëÿåòñÿ íè ÷åòíîé, íè íå÷åòíîé.

3. Ïåðèîäè÷íîñòü

Ôóíêöèÿ (7) íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.

4. Àñèìïòîòû

Ïîñêîëüêó ïðè x → −1

lim
x→−1+0

−2x3 + x2 − 1

x2 − 1
= −∞ è lim

x→−1−0

−2x3 + x2 − 1

x2 − 1
= +∞

òî ïðÿìàÿ x = −1 ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè (7)
êàê ñïðàâà, òàê è ñëåâà.

Àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó ïðè x → 1

lim
x→1+0

−2x3 + x2 − 1

x2 − 1
= −∞ è lim

x→1−0

−2x3 + x2 − 1

x2 − 1
= +∞

òî ïðÿìàÿ x = 1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíê-
öèè (7) êàê ñïðàâà, òàê è ñëåâà.

Èçîáðàçèì ýòè àñèìïòîòû íà ðèñóíêå 14

21



Ðèñ. 14

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè íàêëîííûå àñèìïòîòû ãðàôèêà, âûäåëèì öåëóþ
÷àñòü äðîáè

y =
−2x3 + x2 − 1

x2 − 1
= −2x+ 1− 2x

x2 − 1
= −2x+ 1 + o(1)

Èç ïîëó÷åííîãî ðàçëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìàÿ y = −2x + 1 ÿâëÿåòñÿ
íàêëîííîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà êàê ïðè x → +∞, òàê è ïðè x → −∞,

ïðè÷åì ïðè x → +∞, ãðàôèê áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ ê àñèìïòîòå ñíèçó, à ïðè
x → −∞ ãðàôèê áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ ê àñèìïòîòå ñâåðõó.

Äîáàâëÿÿ àñèìïòîòó y = −2x+ 1 íà ðèñ. 14, ïîëó÷àåì ðèñ. 15.

22



Ðèñ. 15

5. Èíòåðâàëû âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ, ýêñòðåìóìû

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ

y′ =

(
−2x3 + x2 − 1

x2 − 1

)′
=

(−6x2 + 2x)(x2 − 1)− 2x(−2x3 + x2 − 1)

(x2 − 1)2
=

=
−6x4 + 2x3 + 6x2 − 2x+ 4x4 − 2x3 + 2x

(x2 − 1)2
=

−2x4 + 6x2

(x2 − 1)2
=

=
−2x2(x−

√
3)(x+

√
3)

(x− 1)2(x+ 1)2

Êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè: x = 0, x =
√
3 è

x = −
√
3.

Èçîáðàçèì íà ðèñóíêå 16 äèàãðàììó çíàêîâ ïðîèçâîäíîé y′(x). Äëÿ
ýòîãî îòìåòèì íà ÷èñëîâîé îñè êðèòè÷åñêèå òî÷êè, à òàêæå òî÷êè x = ±1 ,
â êîòîðûõ ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà.
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Èç ôîðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y′(x) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïåðåõîäå
÷åðåç òî÷êè x = ±1 ïðîèçâîäíàÿ çíàê íå ìåíÿåò.

Ðèñ. 16

Íà èíòåðâàëàõ (−∞,−
√
3) è (

√
3,+∞) ïðîèçâîäíàÿ y′(x) îòðèöà-

òåëüíà, çíà÷èò, ôóíêöèÿ óáûâàåò íà ýòèõ èíòåðâàëàõ.
Íà èíòåðâàëàõ (−

√
3,−1), (−1, 0), (0, 1), è (1,

√
3) ïðîèçâîäíàÿ

y′(x) ïîëîæèòåëüíà, çíà÷èò, ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà ýòèõ èíòåðâàëàõ.
Ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíêöèè ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæå-

íû íà ðèñ. 17.

Ðèñ. 17

Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x = 0 ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y′(x) çíàê íå
ìåíÿåò, çíà÷èò, â ýòîé òî÷êå ó ôóíêöèè ýêñòðåìóìà íåò.

Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x = −
√
3 ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y′(x) ìåíÿåò

çíàê ñ ¾−¿ íà ¾+¿ . Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà x = −
√
3 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé

ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà.
Íàéäåì çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå ìèíèìóìà x = −

√
3 :

y(−
√
3) =

6
√
3 + 2

2
= 3

√
3 + 1

Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x =
√
3 ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y′(x) ìåíÿ-

åò çíàê ñ ¾+¿ íà ¾−¿ . Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà x =
√
3 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé

ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà.
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Íàéäåì çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå ìàêñèìóìà x =
√
3 :

y(
√
3) =

−6
√
3 + 2

2
= −3

√
3 + 1

6. Íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè, òî÷êè ïåðåãèáà
Íàéäåì èíòåðâàëû, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ

y =
−2x3 + x2 − 1

x2 − 1

ñîõðàíÿåò íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè, è íàéäåì òî÷êè ïåðåãèáà (åñëè îíè åñòü).
Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè, âîñïîëüçîâàâøèñü íàé-
äåííîé ðàíåå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé y′

y′′ =

(
−2x4 + 6x2

(x2 − 1)2

)′
=

=

(
−8x3 + 12x

)
(x2 − 1)2 − 4x(x2 − 1)(−2x4 + 6x2)

(x2 − 1)4
=

=

(
−8x3 + 12x

)
(x2 − 1)− 4x(−2x4 + 6x2)

(x2 − 1)3
=

=
−8x5 + 12x3 + 8x3 − 12x+ 8x5 − 24x3

(x2 − 1)3
=

−4x3 − 12x

(x2 − 1)3
=

=
−4x(x2 + 3)

(x+ 1)3(x− 1)3

Èçîáðàçèì äèàãðàììó çíàêîâ âòîðîé ïðîèçâîäíîé y′′ (ðèñ. 18)

Ðèñ. 18
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Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x = 0 âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y′′

ìåíÿåò çíàê ñ ¾−¿ íà ¾+¿ . Ñëåäîâàòåëüíî, x = 0 � òî÷êà ïåðåãèáà
ãðàôèêà ôóíêöèè f(x) .

Íàéäåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) è ïðîèçâîäíîé f ′(x) â òî÷êå ïåðåãèáà

f(0) = 1, f ′(0) = 0.

Çíà÷èò, x = 0 � òî÷êà ïåðåãèáà ñ ãîðèçîíòàëüíîé êàñàòåëüíîé.
Ïðè x ∈ (−∞,−1) ∪ (0, 1) ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà âíèç, ïðè

x ∈ (−1, 0) ∪ (1,+∞) ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà ââåðõ.
Äîïîëíèì ñõåìó ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 17, äàííû-

ìè î íàïðàâëåíèè âûïóêëîñòè ôóíêöèè (ðèñ. 19).

Ðèñ. 19

7. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò

Ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôèêîâ ôóíêöèé íåîáõîäèìî, ãäå ýòî âîçìîæíî, óêà-
çûâàòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè

y =
−2x3 + x2 − 1

x2 − 1

� åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñüþ Ox íàõî-
äèòñÿ íà èíòåðâàëå (−1, 0), ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ íà ýòîì èíòåðâàëå
âîçðàñòàåò

lim
x→−1+0

−2x3 + x2 − 1

x2 − 1
= −∞ è f(0) = 1

Òî÷íî óêàçàòü ýòó òî÷êó ñëîæíî, ò.ê. äëÿ ýòîãî íóæíî ðåøàòü êóáè÷åñêîå
óðàâíåíèå.
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Íà èíòåðâàëå (−∞,−1) ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíà, ïîñêîëüêó çíà÷åíèå â
òî÷êå ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà

f(−
√
3) = 3

√
3 + 1 > 0

Íà èíòåðâàëå (1,+∞) ôóíêöèÿ îòðèöàòåëüíà, ïîñêîëüêó çíà÷åíèå â
òî÷êå ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà

f(
√
3) = −3

√
3 + 1 < 0

� ãðàôèê ôóíêöèè ïåðåñåêàåò îñü Oy â òî÷êå (0; 1) .

Äîïîëíèì ñõåìó ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 19, äàííû-
ìè î çíàêàõ ôóíêöèè (ðèñ. 20).

Ðèñ. 20

Â ðåçóëüòàòå íà ðèñ. 20 â ñõåìàòè÷åñêîé ôîðìå îêàçàëñÿ ïðåäñòàâëåííûì
áîëüøîé îáúåì äàííûõ î ñâîéñòâàõ ôóíêöèè

y =
−2x3 + x2 − 1

x2 − 1

8. Ãðàôèê ôóíêöèè

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ãðàôèêà ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî áóäåì äîïîë-
íÿòü ðèñ. 15, ðàññìàòðèâàÿ ïî î÷åðåäè èíòåðâàëû ñ îäíîòèïíûì ïîâåäåíèåì
ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà èíòåðâàë (−∞,−
√
3). Êàê ìû âûÿñíèëè ðàíåå, ïðè

x → −∞ ãðàôèê ôóíêöèè èìååò àñèìïòîòó y = −2x + 1 è ðàñïîëàãàåòñÿ
ñâåðõó îò íåå. Èç ñõåìû íà ðèñóíêå 20
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âèäíî, ÷òî íà èíòåðâàëå (−∞,−
√
3) ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå

çíà÷åíèÿ è óáûâàåò îò +∞ äî 3
√
3+1 , îñòàâàÿñü âûïóêëîé âíèç. Îòìåòèì,

÷òî òî÷êà (−
√
3 ; 3

√
3 + 1) ðàñïîëîæåíà âûøå àñèìïòîòû, ïîñêîëüêó

3
√
3 + 1 > 2

√
3 + 1

Èçîáðàçèì ýòîò ó÷àñòîê íà ãðàôèêå (ðèñ. 21)

Ðèñ. 21

Â òî÷êå (−
√
3 , 3

√
3 + 1) ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà.

Ñïðàâà îò ýòîé òî÷êè ôóíêöèÿ íà÷èíàåò ðàñòè.
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Ðàññìîòðèì èíòåðâàë (−
√
3,−1). Äëÿ ýòîãî ñíîâà îáðàòèìñÿ ê ñõåìå íà

ðèñóíêå 20

Êàê ìû âûÿñíèëè ðàíåå, ïðè x → −1− 0 ãðàôèê ôóíêöèè èìååò âåð-
òèêàëüíóþ àñèìïòîòó x = −1 è f(x) → +∞ ïðè x → −1− 0 . Èç ñõåìû
âèäíî, ÷òî íà èíòåðâàëå (−

√
3,−1) ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå

çíà÷åíèÿ è ðàñòåò îò 3
√
3 + 1 äî +∞, îñòàâàÿñü âûïóêëîé âíèç. Èçîáðà-

çèì ýòîò ó÷àñòîê íà ãðàôèêå (ðèñ. 22)

Ðèñ. 22
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Òåïåðü ïåðåéäåì ê èíòåðâàëó (−1, 0). Ïðè x → −1 + 0 ãðàôèê ôóíêöèè
èìååò âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó x = −1 è f(x) → −∞ ïðè x → −1 + 0.
Èç ñõåìû íà ðèñóíêå 20

âèäèì, ÷òî íà èíòåðâàëå (−1, 0) ôóíêöèÿ ðàñòåò îò −∞ äî 1 , ïåðåñåêàÿ
îñü Ox, è âûïóêëà ââåðõ.

Â òî÷êå (0 ; 1) ãðàôèê ôóíêöèè èìååò òî÷êó ïåðåãèáà ñ ãîðèçîíòàëüíîé
êàñàòåëüíîé. Ñïðàâà îò ýòîé òî÷êè íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè ôóíêöèè èçìå-
íèòñÿ. Èçîáðàçèì ó÷àñòîê ãðàôèêà ïðè x ∈ (−1, 0), äîïîëíèâ ðèñóíîê 22
(ðèñ. 23):

Ðèñ. 23
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Äàëåå ðàññìîòðèì èíòåðâàë (0, 1). Çäåñü èìååòñÿ âåðòèêàëüíàÿ àñèìï-
òîòà ïðè x → 1− 0 è f(x) → +∞ ïðè x → 1− 0. Ñíîâà èçó÷èâ ñõåìó íà
ðèñóíêå 20

âèäèì, ÷òî íà èíòåðâàëå (0, 1) íàøà ôóíêöèÿ ïðîäîëæàåò ðàñòè îò 1
äî +∞, îäíàêî íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó 0 ó
íåå èçìåíÿåòñÿ. Íà ýòîì èíòåðâàëå ôóíêöèÿ âûïóêëà âíèç. Äîáàâèì ýòîò
ó÷àñòîê ãðàôèêà ê ðèñóíêó 23 (ðèñ.24)

Ðèñ. 24
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Ïåðåéäåì ê ñëåäóþùåìó èíòåðâàëó (1,
√
3). Ïðè x → 1 + 0 ãðàôèê

ôóíêöèè èìååò âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó x = 1 è f(x) → −∞ ïðè
x → 1 + 0 . Èç ñõåìû íà ðèñóíêå 20

âèäèì, ÷òî íà èíòåðâàëå (1,
√
3) ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷å-

íèÿ è ðàñòåò îò −∞, äî −3
√
3 + 1, ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ.

Îòìåòèì, ÷òî òî÷êà (
√
3 ; −3

√
3 + 1) ðàñïîëîæåíà íèæå àñèìïòîòû,

ïîñêîëüêó
−3

√
3 + 1 < −2

√
3 + 1

Èçîáðàçèì ýòîò ó÷àñòîê íà ãðàôèêå (ðèñ. 25)

Ðèñ. 25
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Â òî÷êå (
√
3 , −3

√
3 + 1) ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà è

ñïðàâà îò ýòîé òî÷êè ôóíêöèÿ áóäåò óáûâàòü.
Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé èíòåðâàë (

√
3,+∞). Â ñîîòâåòñòâèè ñî

ñõåìîé íà ðèñóíêå 20

çàêëþ÷àåì, ÷òî íà èíòåðâàëå (
√
3,+∞) ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå

çíà÷åíèÿ, óáûâàåò îò −3
√
3 + 1 äî −∞, , âûïóêëà ââåðõ.

Ïðè x → +∞ ãðàôèê ôóíêöèè ïðèáëèæàåòñÿ ñíèçó ê íàêëîííîé àñèìï-
òîòå y = −2x + 1. Èçîáðàæàåì ýòîò ó÷àñòîê è ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé
ãðàôèê (ðèñ. 26).

Ðèñ. 26
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Íà ñëåäóþùåì çàíÿòèè ìû ïðîäîëæèì ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé è
ðàññìîòðèì ôóíêöèè, ãðàôèêè êîòîðûõ ïîñòðîèòü íåñêîëüêî ñëîæíåå.

Cïàñèáî çà âíèìàíèå.
Íå áîëåéòå!
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